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Abstract

Estos apuntes son una transcripcion de las clases del profesor Victor M. Jiménez, de Funciones
de Variable Compleja en la Universidad de Murcia, curso 19/20. Me he apoyado también en el
libro *Curso de Analisis Complejo’ de Francisco J. Pérez.

Es probable que haya errores y, quizas, explicaciones poco claras. Si detectas alguno puedes
comentarmelo envidndome un correo a joseantonio.lorencioa@um.es e intentaré solucionarlo. Si te
han ayudado, también acepto agradecimientos.

Un saludo a todos.



1 Nuameros complejos. Funciones complejas elementales

1.1 Introduccion

No solemos aprender la férmula para resolver la ecuaciéon de tercer grado:
z3 = 3px + 2¢q

Es la siguiente:

v= gt VE P+ - VE- P

Otras formulas importantes que nos brinda el anélisis complejos son:
(cosz + isenz)" = cos(nx) + isen(nx) (Férmula de Moivre)

€ +1=0 (Euler)

1.2 El cuerpo C de los ntimeros complejos
C=(R?+,")

o (z,y) + (u,v) = (x +u,y +v)

o (z,y) - (u,v) = (xu — yv,xv + Yu)

e La unidad es 1 = (1,0)

o (2.9)7" = (g, 5in)

e (x,0) := z (notacién)

e i:=(0,1) = i?=(0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1

e No hay orden en los niimeros complejos

e Podemos manejarlos mediante su forma binomial: z + yi :== (z,y)
e Re(x+yi)=z; Im(x+yi) =y

e Conjugado: = +yi =z — yi

e Médulo: || z [o=|2| = /22 + 32

e Desigualdad triangular: |z + w| < |z| + |w|

e Desigualdad triangular generalizada:

n n
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[ Proposicion 1. No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica. ]

Proof. Supongamos que < es una relaciéon de orden en C, como i # 0 = 0 < i2 = —1. Pero, ademés,
0<12=1.

Y asi, ha de ser 0 < 1+ (—1) = 0# Esto es una contradiccion O

1.2.1 Forma polar de un namero complejo

Si z € C* = C — {0}, podemos identificar univocamente a z por su médulo y su angulo respecto al eje
X positivo.

Vamos a ello:

B = cosa +isena <= z = |z|(cosa + isenc)

z

Al conjunto de dngulos que nos describen un mismo z lo llamamos Arg(z).

Arg(z) = {a € R: z = |z[(cosa + isena)}
Este conjunto es infinito, por convenio, llamaremos argumento principal de z, argz a
argz = Arg(z) N (—m, 7]
De esta forma, vemos que Arg(z) = argz + 2kw, k€ Z.
Para abreviar, escribimos la forma polar de z como
z =Ty
Donde r = |z|, « € Arg(z).

Multiplicacién en forma polar
Z=7q
= 2W = TSq1b
w = Sp

En particular:

induccion
z2:7“§a = T=pr Vn>1
Ademas
R

Y, por lo tanto:
n __ n
Zt=r),,VNn e’
La funcién argumento principal
Podemos definir una funcién que nos devuelva, dado un niimero, su argumento principal, sin embargo
esta funciéon no puede ser continua, precisamente por la multiplicidad de los argumentos.

arctg(¥) x>0

g x=0,y >0
argz = arg(z +yi) = ¢ =% xr=0,y <0

arctg() =7 <0,y <0

arctg()+7 <0,y >0



1.2.2 Formula de De Moivre

La forma polar permite hacer facilmente productos de nimeros complejos.

z = |z|(cosa + isena)

w = |wl|(cosb + isenb)
Entonces
zw = |z]|w|(cosa + isena)(cosb + isenb) = |zw|(cosacosb + icosasenb + isenacosb — senasenb) =
= |zw|(cosacosb — senasenb + i(cosasenb + senacosb)) = |zw|(cos(a + b) + isen(a + b))

Y vemos que para multiplicar dos nimeros complejos en forma polar, se multiplican sus médulos y se
suman sus argumentos.

Geométricamente es un giro seguido de una homotecia.

Proposicion 2. Formula de De Moivre

Si z es un numero complejo no nulo, a un argumento de z y n es un nimero entero, se verifica
que na € Arg(z").

Es decir:
= |z|"(cos(na) + isen(na))

Proof. n=1:
Es evidente.
Supongamos que se verifica para n — 1.
n:

pr anlJrl

= 2"t = |2]" Y cos((n — 1)a) + isen((n — 1)a))|z|(cosa + isena) =
|z|" (cos((n — 1)a)cosa — sen((n — 1)a)sena + i(sen((n — 1)a)cosa + cos((n — 1)a)sena)) =

|z|" (cos(na) + isen(na))

1.2.3 Raices de nimeros complejos

Dado z=x+yi#0, =z €N, ;como podemos calcular w : w™ = 27

Si expresamos z = r,, w = sp en su forma polar, entonces

n

W=z <= (sp)" =1y = Sy =Tq =

e

{nbeArg nb=a+2knr keZ

e fii-vE



Hay n raices, pues aunque puede parecer que hay infinitos k que pueden usarse en la ecuacién, resulta
que

k=0 —= b=
k=n = b=

3o 3

3le

Y se genera un ciclo.
Es decir, todo complejo z tiene exactamente n raices n-ésimas.
Llamaremos raiz principal n-ésima al ntimero
Vz = {/]2]arse
n

Volvamos por un momento a R:

Dado a > 0,
Va = yao

Vemos que la raiz principal funciona bien en los positivos. Sin embargo
V=8 =1+V3i+# -2

Las raices para a < 0 no funcionan como estamos acostumbrados, pues aparecen nuevas raices
complejas, y la principal no tiene por qué coincidir con la que obteniamos en R.

Por ejemplo
1+iv3
V-8={-2
1—iV3

Proposicion 3. /z /w es una raiz n-ésima de zw pero no tiene por qué ser la principal {/zw.
Y

Vzdw = Vow < —7 <arg(z) +arg(w) <

Proof.

V2w = Vow — arge | ar9v _ arg(zw) +2km, k€l —
n n n

< argz + argw = arg(zw) + 2knm

Como n > 2y —2m < argz + argw < 27, deducimos que ha de ser £ = 0, pues en otro caso
|2knm| > 47 y no puede darse la igualdad.
Asi, queda que
argz + argw = arg(zw) < —w <argz+argw <7



1.3 Topologia en el plano complejo

Dados a € C,r >0

D(a,r)={2€C:|z—a|l<r}

D(a,r)={2€C:|z—a|<r}

Cla,r)*={2€C:|z—a| =71}

Un conjunto A C C estd acotado si estd contenida en algtn disco centrado en el origen, es decir, si
IM e RT : |2] < M,Vz € A.

Un conjunyo abierto no vacio con la propiedad de que dos puntos cualesquiera del mismo pueden
unirse por una curva sin salirse del conjunto (conexo) se llama dominio.

Un conjunto K C C se llama compacto si de todo recubrimiento de K por abiertos se puede extraer
un subrecubrimiento finito.

Teorema 4. Sea K C C. Son equivalentes:
1. K es compacto
2. Todo subconjunto infinito de puntos de K tiene algin punto de acumulacion en K.
3. Toda sucesion de puntos de K tiene alguna subsucesion convergente en K.

4. K es cerrado y acotado

1.4 Sucesiones de niimeros complejos

Definicion 5. Se dice que una sucesion de nimeros complejos {2, nen es convergente si hay
un namero complejo z con la propiedad de que Ve > 0,3ng : Vn > ng = |z, — 2| < e.

En tal caso, dicho numero z es tnico y escribimos lim{z,} = z 0 {z,} — 2 y se dice que z es el
limite de la sucesion {z,}.

Observacion 6.
{Zn}—>z < |Zn—Z|—>O

Proposicion 7. Una sucesion de nimeros complejos {z,} es convergente si, y solo si, las
sucesiones de nimeros reales {Rezn,} y {Imz,} son convergentes. Ademds, en dicho caso:

lim{z,} =z <
{on} lim{Imz,} = Imz

{lz’m{Rezn} = Rez




Proof. Se tiene que

Rez, — R
{\ ezn — Rez| < |zn — 2| < |Rez, — Rez| + |Imz, — Imz|

[Imz, — Imz|

Asi, deducimos que
|Rez, — Rez| — 0

lzn — 2| > 0 <=
[Imz, — Imz| — 0

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de numeros complejos se reduce a estudiar
la convergencia de dos sucesiones de niimeros reales.

Supongamos ahora que {z, } es una sucesion tal que Vk > 0,3Ing € N:n > ng = |2,| > k.
Entonces diremos que la sucesion es divergente o que diverge y escribiremos {z,} — oo.

1.4.1 Algebra de limites 1.5

{zn +wn} = z+w
= {zwn} — 2w

. {{zn}—>z
{%}—)% ,2n #0,Yn €N,z £ 0

{wp} = w

= {zp +wyp} =

. {{zn} — 00

{wy, } acotado

= {z,w,} —

. {{zn} — 00

Jp>0,ngeN:Vn>ny = w, >p

Definicion 8. {z,} se dice que es de Cauchy si Ve > 0,3Ing € N:p,g >ng = |z, — 2| <¢€

Observacion 9.

{zm} de Cauchy <= {Rezp},{Imz,} de Cauchy

Teorema 10. Teorema de completitud de C
Toda sucesion de Cauchy de nimeros complejos es convergente.

Definicion 11. Una sucesion parcial de una sucesion {z,} es cualquier sucesion de la
forma {z,(n)} donde o : N — N es una aplicacion estrictamente creciente.

. J

Observacion 12. Si {z,} — z, entonces cualquier sucesion parcial de {z,} converge a z.

Teorema 13. Teorema de Bolzano-Weierstrass
Toda sucesion acotada de nimeros complejos tiene alguna subsucesion convergente.

Proof. Se deduce del hecho de que {z,} es acotada si, y solo si, {Rez,},{Imz,} son acotadas, y de
esta misma propiedad para las sucesiones de nimeros reales. O



1.5 Series de niimeros complejos

Se llama serie de término general z,, a la sucesion ) z,.

Si la sucesién es convergente, al limite se le llama suma de la serie y es un numero complejo
definido por

i zp = lim{Sp} = limy— 00 Zn: 2
n=1 k=1

Por la proposicion 7, se tiene que la serie > z, converge si, y solo si, convergen las series

> Rezp, >, Imzy,.

o e 0 o .. _ n n—1
Proposicion 14. Si la serie ) z, converge, entonces la sucesion z, = Y.y zj — > i1 Zj €S
diferencia de dos sucesiones que convergen al mismo limite y, por tanto, converge a 0.

Definicién 15. Una serie de ntimeros complejos Y | z, converge absolutamente si la serie de
términos positivos Y |z,| es convergente.

Proposicién 16.
(o0} o
Z|zn| <o = ZZ” converge

n=1 n=1

Proof. Sean
n n
Sn=) % An =) |zl
j=1 j=1

y supongamos que {A,} converge, o sea, Y z, es absolutamente convergente.
Dado € > 0, como {A,} es de Cauchy (por ser convergente), entonces Ing € N : 330 . |2 =
|Ag — Apl < &,V¥p,g eN:g>p>mng
Entonces, Vp,q € N: ¢ > p > ng, se tiene que

q
1S = Spl = lzpt1+ o+ 2l < D Nl <e
k=p+1

Por lo que {S,} es de Cauchy y, por lo tanto, convergente

Teorema 17. Teorema de Riemann

Z |zn| converge <= toda biyeccion 7 : N - N — Zzﬁ(n) es convergente

Ademds, en tal caso

Z Zn = Z Zr(n)

10



Proposicién 18. Suma por partes
Dadas dos sucesiones de nimeros complejos {an} y {bn}, pongamos Ay = Z?:l aj. Para todo
n € N, se verifica entonces que:

n

> arby =Y Ap(br — bry1) + Anbnp
k=1 k=1

Proof. Pongamos Ag = 0.
Vk € N — ap, = A, — Ar_1, por lo que

Z apby = Z(Ak — Ap_1)by, = Z Apby, — Z Ap_1by = Z Apby, — Z Apbig1 + Apbpg =
k=1

k=1 k=1 k=2 k=1 k=1

Z Ap(by = brpg1) + Apbpgr
k=1

1.6 Funciones complejas

Dada f: ACC— Cyae€ A'(aes punto de acumulacion en A, Ve > 0,32, € A: |z —al <e):

o f(z) =u(z) 4+ v(2)i, donde u(z),v(z) € R se llaman u(z) = Re(z), v(z)=Im(z)
o f=u—iv

fl= Vit

lim,of(2) =L <= Ve>0,30.>0:|z—a|<d = |f(2) —L|<c¢e

lim,—of(2) =00 <= VR >0,30p >0:|z—a| <dp = |f(2)| >R

{; N

Dadobe A :

[ continua en b <= Ve>0,30.>0:|z2—-b] <. = |f(2) = f(b)| <e

Proposicién 19. Continuidad del argumento principal
La funcion argumento principal es continua en C — Ry y es discontinua en R™.

Proof. Como C — R, es abuierto y la restriccién del argumento principal a dicho conjunto viene dado
por
Imz

Rez + ]2\)

deducimos, teniendo en cuenta el caracter local de la continuidad, que la funcién arcotangente es
continua y que Rez + |z| > 0,Vz € C — R, que el argumento principal es continuo en C — Ry

argz = 2arctg(

11



Seaa € R™ yseaz,=a+ i(_rll)n. Claramente {z,} — a. Como

1
arg(zon) = arctg(%) +7T o

—1
2n —1

arg(zon—1) = arctg( )—T— —7

Concluimos asi que la sucesion {arg(z,)} no converge y por tanto el argumento principal es

discontinuo en a.

O

Definicion 20. Sea f: ACC - C,ac AN A

Diremos que f es derivable en a si dlim,_,, f('z;:i:(a) =L eC.

En tal caso f’(a) := L.

.

Observacion 21. Si f : R — C, entonces f'(z) = u/(z) 4+ iv'(x).

[ Proposicion 22. Si f: A C C — C es derivable ena € ANA" = f es continua en a.

Proof. f continua en a <= lim,_.f(2) = f(a) < ilim,—of(2) — f(a) =07
Pero

O (OO ()

zZ—a zZ—a

lim, o f(2)— f(a) = lim,_q(

)-lim,_q(z—a) = f'(a)-0 =0

O

Teorema 23. Condiciones de Cauchy-Riemann

Sea f:Q — C,w e .

f=u+wvi es derivable en w (3f'(w)) < [ es diferenciable en w (3D f(w)) y
% (1) = 20(u)
e (w) = =2 (w)

Estas son las condiciones de Cauchy-Riemann, y en tal caso se tiene que

fl(w) = ug(w) + vg(w)i

12



Proof. f derivable <= Jc+di = f'(w) : limzﬁw‘f(z)_f(wl);_(fqui)(z_w” = 0. Pongamos z = x + i,
w=a+b

Entonces

(c+di)(z —w) =c(x —a) —d(y —b) +i[d(z — a) + c(y — )]

Y teniendo en cuenta que el médulo de un complejo coincide con la norma euclidea, el limite
anterior se escribe como
li H (U((L’,y),’l)(l’,y)) B (u(a, b),v(a, b)) B (C((L’ - a’) B d(y B b) + ’L[d((L’ - a’) + C(y - b)) H =0
UM (z,y)—(a,b) “ab =
I (z,y) = (a,0) |

O, expresandolo en forma matricial

e ot~ wioetemn = [(5 Y (220

limy, a =0
(z,y)—(a,b) | (z,y) — (a,b) ||

O sea, que la aplicacion (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) de Q C R? en R? es diferenciable en (a,b) y su

diferencial es .
( ) c —d T —a
Y d c y—>b

—d .. . . . . .
Por lo que < ccl c ) es la matriz jacobiana de la aplicacion anterior en (a,b), esto quiere decir

que

ou ou v ov
%(a7 b) =G a_y(a7 b) =d, %(aa b) = —d, a_y(aa b) =c
Como queriamos ver.
Finalmente 5 P
/ o N - _U _U
F(w) = f'la+bi) =+ di = S5 (a,b) +i5(a,h)

Definicion 24. Sea 2 un abierto no vacio de C. Una funcion f : 2 — C se dice que es
holomorfa en € si f es derivable en todo punto de €2. En tal caso la funcion definida para
z € Q por z — f'(2) se llama funcion derivada de f.

Denotaremos por H () el conjunto de todas las funciones holomorfas en €.

Las funciones holomorfas en el plano complejo se llaman funciones enteras.

Proposicion 25. Sea f € H(2),Q dominio (un dominio es un abierto conezro), entonces

ff=0 = f=c¢c

Proof. Sea zy € Q, f(z9) = c¢. Entonces { f(z) = ¢,Vz € Q7
Sea A={z€Q: f(z) =c} C Q. ;Tendremos A = Q7
A#D: pues zg € A
A cerrado en €: pues es preimagen continua de un cerrado, A = f~1({c})

A abierto en Q:
Sea a € A, D(a,r) C Q, pues Q es abierto, tomando r suficientemente pequeno. ;D(a,r) C A?

13



Dado b € D(a,r) = ;be A?
Sea el segmento que une a, b

[a,b]* = {(1 —t)a+tb:t € [0,1]}

Sea,
g(t)=f((1=t)a+tb), g¢:[0,1] —=C

Entonces

{g'(t) =f(1-Da+)b-a)=0 _ {u’(t) =0 _ {u(t) =
9(t) = u(t) + v(t)i
Como ¢(0) = f(a) y g(1) = f(b), tenemos que

c=fla)=9g(0)=c1 +ico=9g(1) = f(b) = f(b)=c = be A

Asi, tenemos que A # (), es abierto y cerrado, y contenido en un conexo. Por tanto, A = Q

1.7 Funciones complejas elementales
1.7.1 Exponencial compleja

expz = exp(x + yi) = e*(cosy + iseny)

Propiedades
1. exp/(z) = exp(z),Vz € C
2. exp(0) =1
3. exp(z) =", Vz € R
4. Las propiedades 1. y 2. caracterizan a la funcién exponencial
5. Teorema de adicion: exp(z + w) = exp(z)exp(w)
6. Formula de Euler: exp(it) = cost + isent
7. % = efi*(cos(Imz) + isen(Imz))
8. La exponencial compleja nunca se anula
9. Es periddica de periodo 277

10. Es una funcion analitica

1.7.2 Logaritmo complejo

Logw =z <= e =w

e w#0

14



w=u+vi=r . ) )
o { , Y = "V = e%(cosy + iseny) = r(cosa + isena) =
zZ=x+ Yl

|lw| = e* <= x = log|w|
y € Argw

Asi:

Logw = log|w| + iArgw
Notese que hay tantos logaritmos como argumentos.
Asi, se define el logaritmo principal como:

logw = log|lw| + iargw

Propiedad

log(zw) = logz + logw
No es necesariamente cierta en C.

Lo que si que se verifica es
logz + logw € Log(zw)

Definiciéon 26. Sea f: A — C*, ) # A c C.

Cualquier funcion g : A — C, tal que g(z) € Logf(z),Vz € A se llama un logaritmo de f en
A. Cuando f es la identidad se dice simplemente que g es un logaritmo en A.

Cualquier funcion o : A — R, tal que a(z) € Argf(z),Vz € A se llama un argumento de f
en A. Cuando f es la identidad se dice simplemente que a es un argumento en A.

Proposicion 27. Sea f: A—>C* 0 £AACCyac ANA". Sea g: A— C un logaritmo de f
en A.

Supongamos que f es derivable en a y que g es continua en a.

Entonces g es derivable en a y
f'(a)
f(a)

En consecuencia, si f € H(Q), 0¢ f(Q), g:Q — C continua en Q y tal que
e9?) = f(2),Vz € Q. Entonces, g € H(Q) con

7
)

g'(a) =

g'(2)

,Vz e Q)

15



Proof. Llamemos b = g(a) y consideremos la aplicacion

b(2) = {e%_ib z#b

e z=1>

¢ es continua en b \
Porque €’ es la derivada de e* en b, que coincide con limz_ﬂ,ez%e = lim,_,p¢(2).
f()=f(a) _ e9(x)—e9(@) _ e9(x)_ebg(z)-b _ (b(g(z))g(z)fg(a)

z—a z—a T g(z)-b z—a z—a

Como por hipdtesis g es continua en a, y ¢ es continua en g(a) = b tenemos que ¢(g(z)) es continua
en z = ay ¢(gla)) = e® # 0. Por continuidad 36 > 0: 2 € D(a,0) N A,z # a = ¢(g(z)) # 0.
Despejando de la expresion anterior tenemos

9@ =g 1 S@H=H9) y, e pasnaz£a

z-a ¢(9(2))  z-a

Como lim,_,q¢(g9(2)) = €* = f(a), deducimos que

i, 9V =0@) _ 1 )

z—a f(a)

Proposicién 28. El logaritmo principal es una funcién holomorfa en C — Ry, y su derivada

viene dada por log'(z) = 1,V2 € C — Ry .

z

Proof. Tomando f(z) = z,g(z) = logz y aplicando la proposicién anterior, lo tenemos.
Pues el logaritmo principal es continuo en C — R v f € H(C), entonces el logaritmo principal es

holomorfo en C — R y su derivada viene dada por log'(z) = % = %,Vz eC-Ry O

Teorema 29. Sea Q2 C C abierto, f: Q — C*, f € H(Q). Son equivalentes

1. Existe un argumento continuo 6 de f en
2. Existe un logaritmo continuo g de f en 2
3. Existe un logaritmo holomorfo g de f en 2

4. ];:((ZZ)) tiene primitiva en Q, es decir, 3h € H(Q) : K/(z) = f,(z),Vz €N

Proof. Veamoslo:

1 = 2 Si # es un argumento continuo entonces la aplicacion g(z) = log|f(z)| + i6(z) es un logaritmo
continuo de f.

2 = 1 Si g es un logaritmo continuo de f entonces I'mg(z) es un argumento continuo de f.
2 = 3 Por la proposiciéon 27

3 = 4 Por la proposicién 27

16



4 = 2 Consideremos v(z) = exp(—h(z))f(z). Tenemos que

/'(2)

/ _ _—h(z) | __ / _
vi(z) =e A /(B +[(2) =0
f()
En consecuencia, v es constante en cada componente conexa de §). Sea A(z) una funciéon constante
en cada componente conexa (por tanto continua en Q) que verifique e*?) = v(z),Vz € Q.

Entonces

ch()HAG) @v(z) = f(2)

Y asi, h(z) + A(2) es un logaritmo continuo de f en 2

Proposicion 30. Sea A un subconjunto conexo de C*, y supongamos que hay un argumento
continuo, ¢, en A. Entonces cualquier otro argumento continuo en A es de la forma ¢+ 2km, k €

Z.

Proof. Sea a: A — R otro argumento continuo en A.
La funcién z — W es continua en A por ser resta de funciones continuas en A y toma valores

enteros, pues, dado z, queda
o(z) —alz) argz+2kim —argz — 2kom 27m(ky + k2)

27 27 27 LFR2 €

Como A es conexo concluimos que esta funciéon debe ser constante, o sea ki + ko = k, por lo que,
Vz € A se tiene

¢(2) — a(2)

5 =k <= ¢(2) —a(z) =2kr <= a(z) = ¢(z) + 2kn

Proposicion 31. Sea C un subconjunto de C* que contiene a una circunferencia centrada en
0, entonces en C no hay ningin argumento continuo.

En particular, en C* no hay argumentos continuos.

Proof. Supongamos que ¢ es un argumento continuo en C. Sea C(0,r)* una circunferencia contenida
en C. La restriccion de ¢ a C(0,7)* — {—r} es un argumento continuo. Como el argumento principal
también es un argumento continuo en dicho conjunto, que es conexo, deducimos por la proposiciéon
anterior, que hay un entero k tal que argz = ¢(z) + 2km,Vz € C(0,7)* —{—r}. Como ¢ es continua en
C(0,7r)*, la igualdad anterior implica que existe el limite limzﬁ_r;‘z‘:rarg(z) lo que, a su vez, implica
que

. ity 7 . it _ 7 _
llmtﬁﬂ;0<t<7ra’rg(re ) — llmtﬁﬂ;0<t<7rt =T = lzmtﬁfﬂ;fﬂ<t<0a’rg(r6 ) — lzmtﬁfﬂ;fﬂ<t<0t - —7'('#

Lo cual es una contradicciéon, y no puede haber argumentos continuos O

17



1.7.3 Potencias complejas

[a’] = exp(bLoga) = {exp(bw) : w € Loga}

De entre las potencias de base a y exponente b se destaca:
ab — 6bloga

Que se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b.

Observacion 32. ok ok
[a%] ={ |a|(cosw + isenw) ckeZ}
n n

La definicién anterior da lugar a las funciones exponenciales complejas de base a, definidas por
z ezloga

a” =

Que son holomorfas en todo el plano

1.7.4 Funciones trigonométricas complejas

e’lZ + e—ZZ

08z = ————
2

etz _ iz
senz = -
21
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2 Series de potencias e integracién compleja

2.1 Series de potencias

{(fa}:ACC—C
f:ACC—oC

conv.punt.

fn = f = falz) = f(2),Vz € A

conv.unif.
—

I

f <<= Ve>0,In.eN:n>n. = |fu(2) — f(2)| <e,Vze A

Proposicion 33. El limite uniforme de funciones continuas es continuo.
Dada la serie

o

> fa(2)

n=0
Se dice que:

e (Converge puntualmente:

Z fn(2) converge Vz € A
n=0

e (Converge uniformemente:

Su(2) S S” ful2)
n=0

e Converge absolutamente:

Z | fn(2)| converge Vz € A
n=0

Proposicién 34. Criterio de Weierstrass

Sea Y0 o fu(2),z € A. Supongamos que I(ay), an > 0 tal que |fn(2)| < an,Vz € A,Vn y
Yo On < 00.

Entonces

Z fn(2)
n=0

es absoluta y uniformemente convergente en A.

2.2 Serie de potencias centrada en a € C y con coeficientes ¢, € C.

[e.e]

Z cn(z—a)"

n=0
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Proposicion 35. (Lema de Abel)

Sea
R = sup{r > 0: (¢,r"), esta acotada} € [0, o0]

A R se le llama radio de convergencia de la serie de funciones.

Entonces

1. Si K C D(a, R) compacto = > ¢,(z —a)” converge puntual, uniforme y
absolutamente en K. En particular, la serie converge puntualmente en D(a, R), que
recibe el nombre de dominio de convergencia.

2. z¢ D(a,R) = la serie no converge en z

Proof. Véamoslo:

K t
1. K C D(a,R). Sea p = sup{|z —al| : z € K} i compacto maz{|z —a|: z € K} TP R. Sea
p<r<Rh.

Por hipétesis, (|c,|r™) es acotada, |c,|r™ < 6§, Vn.
,r.TL pn
len(z —a)"| = |en(z — a)"r—n] < 5r—n,Vz eK

Entonces, como
n geométrica,ratio<1

p
5(E
Z (r) < 00
n
Asi, por el criterio de Weierstrass, > ¢,(z — a)™ converge unif y abs en K.
Ademas, dado {z} C D(a,R) = K = {2z} = > cn(z — a)™ converge en {z}.
2. 2¢ D(a,R) = |z—a| =7r >R = c,(z —a)" no esta acotada == no puede converger a 0
= > c¢p(z — a)” no converge
U

Por tanto, ahora sabemos que
e |z—a| <R = > cy(z—a)" converge
e |z—al| >R = > cy(z —a)” no converge

e |z — a|] = R no podemos asegurar nada a priori

Proposicion 36. (Criterio del cociente)

. Cn . .
lzmn_mou =R = R es el radio de convergencia

|Cn+1|

r <R = (c,r") acotada

lo tendremos, por el criterio de Abel.
r >R = (c,r") no acotada

Proof. Si vemos que {

20



e r <R = dng:n > ny, |C|ji‘1‘ >1r o= |egr™ > |epr™t = et > |enr1r™

(len™™|)n>nodecreciente = (|cp,7"|)n>noacotada = (|c,7"|) acotada

er>R — Je>0:(1—e)r >R = Ing:n>ny,(1l—e)r > ‘!zﬂ‘ = |cpp1r™ Y >

‘Cn = [engpkr™ | > ( ) |enr™| P20 0 — lenr™| no acotada

Proposiciéon 37. Criterio de Cauchy-Hadamard
Sea L = limsupn—o0 v/ |cn|. Entonces R = +

Proof. Lo vamos a ver por casos:
e [ =0 —= R=w

L=0 = limsup {/|cp] =0 = lim {/|c,| =0
Sea r > 0, entonces limr {/|cy| =0 <= lim {/|ep)r™ =0 = /|epr™ < 1,Yn > ng =
len|r™ < 1,¥n > ng = (c,r™) acotada = R = oo, pues r > 0 es arbitrario.

o L=00 — R=0

L =00 = limsup {/[ey] = 00 = (en,) : "/Jeng] > 5
Sear >0 = r%/|cy, | > 00 <= %/|cy, [r = 00 = /[cy, [r™ > 2,0y > ny, =
|en, ™ > 2™ Yk > kg = |cp, |r"™ no acotada = R =0

e 0<L<oo — R=+

Sear<% — L<i = 3ng:sup{¥|ax| 1 k>not < = Y| < 1,Vk >ny <
ler|r? < 1,Vk >ng = |cp|r? < 1,Vk >ng = |ex|rF acotada

Seau7‘>l — F>0:(l—-¢r>1+ = L> (1%)7, = dng : sup{/|ck| : kK > n} >
i 8)T,Vn >ng = Yn>ng,Fkn =0 e, | > 755 5) < Vn > ng, 3k, > n: /e, [rFn >

ﬁ > Vn > ng, Ikn =0t feg, |rFn > m " 00 = |e,r™| no acotada O

Lema 38. Sea Y " ¢,(z —a)"™ con radio de convergencia R. Entonces el radio de convergencia

de > 7 con(z —a)" ! es R.

Proof. Lo vemos en dos partes:
e Y cun(z — a)" ! tiene el mismo radio de convergencia que > 7° ¢,n(z — a)”
En efecto,

Z enn(z —a)" = (z—a) Z can(z —a)" 1

Y convergen en los mismos puntos.
Por tanto, basta hacer la prueba para > o" cp(z — a)" y > 0" cpn(z —a)”

e ;L =limsup {/|cy| = limsup {/n|c,| = L'?
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len] < nlep,¥n >0 = L< L/

limsup Y/n|ca| = limn—oosup{ ¥/klcx| : k > n} = limp_yoosup{ VE¥/|cx] : k > n} <
< limpsoosup{ V/n/|ck| : k > n} = limy_oo Vnsup{/|ck| : k > n} =lim, soo¥YnL =L = L' <L
U

- )

Teorema 39. Sea Y 7 cn(z —a)™ con radio de convergencia R > 0. Sea
f(z2) =X"r2ocn(z—a)",z € D(a,R).
Entonces f es holomorfa en D(a,R) y f'(z) = > oo ean(z —a)" L.

De hecho, f es infinitamente derivable y f*(z) =35, n(n —1)...(n — k + 1)y (2 — a)"F

n)
En particular, ¢, = fT@,Vn > 0.

. J

Proof. Vamos a ver cada afirmacién:

o Para fH)(2) = 3%, n(n — 1)...(n — k + 1)c, (2 — a)"~* basta demostrarlo para k = 1, pues se
deduce para k > 1 iterando la derivada.

e La ultima afirmacién puede verse de la siguiente manera

S - /M (a)
(a) = ;n(n —Dn—k+Depla—a)" *=kley, = ¢, = o

e Notese que podemos suponer a = 0, pues

f(z)= ch(z —a)",z € D(a,R)
n=0

Definimos
0 00
9(2) = Y enz",2 € D(0,R) = ig/(2) = Y canz""1?
n=0 n=1

Si fuera cierto tendriamos

?7? N
o 9(x) = g =5 g(2) = Y00 cann?

Sea b € D(0, R), vamos a calcular ¢'(b) :

g(z) —g(b) s 22" = Y cb” g .- 2" =" ciclotémica
P = lim,_p p— —lzmﬁbzcn po— =

limzﬁb

n=1

o) n—1 0o
lim,_p Z(cn Z Zkbnilik) = lim,_p Z Cnpn(z)
n=1 k=0 n=1
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e > ) cnPn(2) converge uniformemente en D(b, §)?

n—1 n—1 n—1 n—1
lenpn(2)] = len Y 250 F] <en Y7 12F0m T F < fea | D (140)F [b* 7 F < en] D (1010 F(Jbl+0)" 1 F =
k=0 k=0 k=0 k=0

n—1
= leal D (16l +6)" " = [ealn(lb] + 6)"
k=0

xz=2—b+b = |z] <|z—0b]+|b] <+ |b|

D3y nleal(1b] £ )" < oo?

Por el lema 38, >°°0 | ¢,nz""! tiene radio de convergencia R. Entonces Y °° | |c,|n2""! tiene radio
de convergencia R, por el criterio de Cauchy-Hadamard (criterio de la raiz).

2|6l + 0 < R? Si! pues z € D(b,6) C D(0, R).

Por tanto,
(o.0]

> nleal (b 4+ 6)" ! < o0

n=0
Por el criterio de Weierstrass, pues Y nlc,|R" ! < oc.
e Por ultimo, definimos

p(z) = w,z € D(b,0) — {b}

q(z) = Z caPn(2), 2 € D(b,6)

Entonces
p(2) = q(2),¥z € D(b,5) — {b}

Y
lim,_pp(2) = lim,_pq(z) = q(b)

x%¢ continua por ser limite uniforme de funciones continuas

Asi
g(z) g(b) [e'e) n—1 o] n—1 [e'e]
/ s — _ _ kin—1—k\ __ n—1 _ n—1
g (b) = lzmzﬁbiz — = q(b) = ;cn(];)b b )= ;cn k,ob = nz:lcnnb

Como queriamos ver

Definicion 40. Sea f : Q — C infinitamente derivable en ).

Sea a € Q). Diremos que f es analitica en a si
Je>0: f(2)=> .2, fn;ga) (z —a)",Vz € D(a,e).

Diremos que f es analitica en € si lo es Va € ().

Proposicion 41. La exponencial compleja es analitica, con
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Proof. Sea

e 1
f(Z):T;On" — Cn—m
Por el criterio del cociente )
| n | = ? =n+1—-
Cn+41 n+1)
Asi, el radio de convergencia de f es R = oo.
we® = f(2)?
nz .l g
f’(2)=z nl :Z(n—l) :Zﬁ:f(z)
n=1 n=1 n=0

e f(2)) = —ef(2) +e 7 f(2) =0 = e 7 f(z) =c = f(z) =ce
Pero
1=f0)=ce®=c = c=1
Y, por lo tanto
f(z) =€
Asi hemos visto que e* es analitica en el origen.
Para ver que es analitica en todo el plano, basta notar que

o]
_ _ z—a e?
6z:6a+z azeaez azeaE E —Z—(I

|
n=0 n—On

Y se ve como e” es analitica en todo el plano

2.3 Integracién compleja

Vamos a ver ahora la integrabilidad de funciones en C, sus propiedades y caracteristicas muy interesantes
que distinguen la integrabilidad de funciones complejas de la de funciones de variable real.

Definicién 42. Funciones complejas integrables Riemann

Sea v : [a,b] C R — C acotada.

Diremos que 7 es integrable Riemann (v € R([a,b])) si Rey e Im~y son integrables Riemann y

definiremos:
b b b
/ ~(t)dt = / (Rey)(t)dt + i / (Im) (£ dt
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Proposicién 43. Se cumplen las siguientes propiedades:

b b b
/(a’y—i—ba)dt:a/ ’ydt—i-b/ odt

. Desigualdad triangular:
b b
| [adtl < [ piae
a a

. b b
Yn ugf’y = / ’yndtg/ ydt
a a

1. Linealidad:

[\)

. En particular, si

00 . 0 b b
> n® " o0) = Y- [ e = [
n=1 n=1"va a

4. T.F.C.: Si~y € R([a,b]) entonces

t
U(t) = / v(s)ds es continua

Si 7 es continua, entonces ¥ es derivable y W'(t) = y(t),Vt € [a, b]

5. Regla de Barrow: Si ¥ : [a,b] — C es derivable y ¥’ € R([a,b]). Entonces

6. Regla del cambio de variable: Si vy € R([a,b]) y ¢ : [¢,d] — [a,b] es un difeomorfismo
(C1, biyectiva, ¢’ # 0). Entonces

d v(d)
/ Y((s))! (s)ds = / Y ()dt
c v(c)

/ab’y(t)dt = /ac’)’(t)dt—k/cb’y(t)dt,Vc € [a, b]

Proof. Voy a hacer un par de ellas:

1. Se aplica la definicién de integral compleja y se usa la misma propiedad para integrales reales
para la parte real y la imaginaria, se agrupan términos y se tiene el resultado.

2. Sea |I| = \fffy(t)dt\. Entonces, I serd un complejo de mo6dulo || y argumento, por ejemplo, a:

0

1
) b b ) b ) b )
[I| = e~ T = e_w‘/ ~(t)dt 1:/ e "Yy(t)dt :/ Re(e™"“~(t))dt +z'/ Im(e™"*y(t))dt =
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b . e<y/22+y? b b
= [ Reteoana T [t = [l

Definicion 44. Llamamos curva a una aplicacion continua 7 : [a, b] — C.
v(a) es el punto inicial y v(b) es el punto final.

v* = 7([a, b]) es la traza o soporte de

Si y(a) = y(b) se dice que es una curva cerrada.

Si v € C*([a,b]) se dice que es una curva regular.

~ es un camino cuando sea una curva regular a trozos:

a=ag<ay <..<ap=>b:Yg,_,q € Cl([aj_l,aj]),Vj

Definicion 45. Concatenaciéon de caminos

Definicién 46. Camino opuesto

v:la,b] >C = —y:[a,b] > C, t—~y(a+b-1t)

Definicion 47. Poligonal

Dados z1, 29, ..., 2, € C se define la poligonal que une estos n puntos como

[21, s 2n] = [21, 22] + [22, 23] + ... + [2n—-1, 2n]

Definicién 48. Integral curvilinea
Sea 7 : [a,b] — C un camino y f :~v* — C una funcién definida sobre la traza de ~.

Se define la integral curvilinea de f sobre « como

b
2)dz = "(t)d
tAﬂ) th@w@)t
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Definicion 49. Longitud de una curva

b
1) = [ @

Definiciéon 50. Caminos equivalentes

Dados
v :la,b] - C
o:le,d —-C

Son caminos equivalentes si 3¢ : [c,d] — [a, b] C'-difeomorfismo creciente tal que v o ¢ = 0.

En este caso se tiene que v* = o*.

Proposicion 51. Dos caminos equivalentes tienen la misma longitud.

Proof. _
=¢
)=

a=¢(c)

d d d d
zmz/Wﬂwwz/|@wﬂ@m=/mem¢@m=/Wﬂme@@

Y ambas férmulas son iguales por el teorema del cambio de variable
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Proposicién 52.

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Linealidad:
af(z) +bg(2))dz = a 2)dz + b z)dz

v v

2. Si v y o son caminos equivalentes, entonces

’ [HU f(2)dz = Lf(z)dz+/jf(z)dz
4.

/_’y f(z)dz = —[yf(z)dz
’ |/7f(Z)dZI < mazzey{|f(2)[}(7)
6.

fo ™ fenyt = [ fu(2)dz — [ f(2)d
en /y (2)dz /y(z)z

f=>_ founif = Lf(z)dz:Lan(z)dz=ZLfn(z)

Teorema 53. Regla de Barrow

Sea f € H(Q) (aunque basta que sea f € C'(2)) y supongamos que f admite una primitiva F
es decir, F'(z) = f(2),Vz € Q.

Sea v : [a,b] — C camino, v* C Q.
Sean a = v(a), 8 =(b).

Entonces

/ f(2)dz = F(B) - F(a)
9

Proof. Lo vamos a hacer primero para una curva de clase C', y después generalizaremos el resultado:

e Hagamoslo primero para 7 de clase C!.
b b
/f(Z)dZ = / o)y (t)dt = / [F(y(1))dt = F(y(b)) — F(~v(a)) = F(B) — F(a)
v e @

e Ahora el caso general.
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Sean a = ag < a1 < ... < ap = b tales que Y|jg,_, 4;) = 7Vj 8 C'. Entonces

(F(v(aj)) — F(v(aj-1)) =

K/f(z)dz = /w1+...+% f(2)dz = i/ f(z)dz “*° anterior :

=17 j

= F(y(an)) = F(7(a0)) = F(7(b)) = F(y(a)) = F(B) = F(a)

Lema 54. Lema para el TFC

Si 2 es un dominio, y z,w € = dvy camino en €2 tal que z es el punto inicial y w el final de
.

Proof. Sea zp € Q. Sea A = {z € Q: Iy caminoenQ z inicial y z final}
Vamos a ver que A # (), A abto y A cerrado.

o A#0D: 2z € Ay = [z, 20
e A abto: Seaa € A. Sea d > 0: D(a,d) C Qabto), jserd D(a,d) C A?
ac€A = Iy:lc,d - Q:vy(c) =z20,7(d) =a

Sea z € D(a,d), tomando o = v+ [a, 2], lo cual podemos hacer pues D(a,d) es convexo, tenemos
que z € A. Asi vemos que A es abierto.

e A cerrado: Sea {z,} C A, 2z, > a € Q,jac A?
36 > 0: D(a,6) CQ = 3Ing : zp, € D(a,0)

Como zp,, € A, 3y : [e,d] = Q/v(c) = z0,7(d) = zn,. Entonces, tomando o = v+ [z,,, a] tenemos
que a € A = A cerrado

Teorema 55. Teorema Fundamental del Cdlculo
Sea f € H(Q2) (es suficiente f € C(2)), son equivalentes:

1. La integral curvilinea de f en cualquier camino cerrado en 2 es 0.

2. f admite una primitiva en €2

Proof. Véamoslo:
e 2 — 1

IF € H(Q) : F' = .
Sea camino cerrado 7 : [a,b] — Q Barrgw f,y f(2)dz = F(y(b)) — F(v(a))

~y cerrado

F(z) = F(2) =0

ol — 2
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No es restrictivo suponer que €2 es un dominio, pues, si no lo es, podemos buscar las primitivas en cada
componente conexa.

Sea zg € Q fijo.

Definimos

Fe) = [ Sy

Con v, : [az, bs] = Q, v(az) = 20,7(b2) = 2, que existe por el lema.

Veamos que F' esta bien definida:

Sean v, 0 caminos en € con y(ay) = o(ag) = «, y(b1) = o(by) = B, entonces g)fy fdz= [ fdz?
Si! Sea v+ (—0), que es un camino cerrado, entonces

/yf(z)dz—/gf(z)dz:/%L(_U)f(z)dz:O — Afdz:Lfdz

Podemos, por tanto, escribir
z
F(z) :/ fw)dw
20

pues solo depende de los extremos. Falta ver que es primitiva de f.
Sea a € Q, (F'(a) = f(a)?

limz%a%cf(a) = f(a) — limz%aw—f@l) =0 < limZ%aF(Z) _ F(Z)__C'lf(a)(z _ a) =0
i, @) = F<|c;>_— cﬁ(a)(z —o)l _,

Sea € > 0, como f es continua en a,36 > 0: [z —a| <d = |f(z) — f(a)| <e.
Podemos suponer que D(a,d) C .

F(2) = Fla) = f(@)(z = a)| _ | fruitan f@)dw = [, fw)dw — fla)(z —a)| | fjof (w)dw — fla)(z—a)l ,

|z — a |z — al |z — a

» Wia F@)dw — Ji,  f(@)dwl | fi, 41f (w) — fla)]dul = M- 1([a, 2))

=M<e¢

|z — a |z — al |z — al

1
fladw = fa) [ dw=f(@ [ (= o)t = f(a)(z=a)

[a,z] (a,z]

wx 1 M = mazx|f(w) — f(a)| < e, pues w € [a, 2] C D(a,?)
Y tenemos el resultado O
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3 Teoria elemental de Cauchy: Consecuencias

3.1 Teorema de Cauchy para dominios estrellados

Teorema 56. Cauchy-Goursat
Sea f € H(Q) y Ala,b,c) ={z=ra+sb+tc:r,s,t>0,r+s+t=1} C Q.

Entonces
/ f(z)dz=0
[a7b7c7a]

.

Proof. Sea

I= / f(z)dz
[a,b,c,a)

i Tendremos I = 0?7

Sean ahora

a,:c—}—b b,:a+c c,:a—{—b
2 2 2

Entonces, por la linealidad de la integral respecto al camino:

I:/ f(z)dz:/ f(z)dz—i—/ f(z)dz—i—/ f(z)dz—i—/ f(z)d=
[a,b,c,a] [a,c,b ,a] [b,a/,c,b'] [¢!,b,a’ '] v, a! b]

Tomamos la integral que quede mayor en médulo:

L = / f(z)dz
la1,b1,c1,a1]

1] < 4|1

Asi:

Si llamamos:
la1,b1,c1,a1] =M

A(al, bl, Cl) = Al

Ilz/ de
71

Y se tiene que diam (A1) = 2diam(A) y que I(y1) = 1(v).

Prosiguiendo de forma inductiva, obtenemos

Entonces

Am')/naln :/ f(Z)dZ
Tn

Con 1 .
’In—l‘ < 4’In‘7 dzam(An) = §diam(An—1)a l(’)/n) = §l(7n—1)
Por tanto
1=l < 41|, diam(An) = 5-diam(A), () = 5:0)
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Ahora, como A, C A,_1,Yn € N, diam(A,) — 0y A, es compacto, Vn, entonces Ja tal que
Maeoln = {a}

Como f es holomorfa en «, dadoe > 0,30 >0: |z —a|] <J = |W —fllo)] <e =

1f(z) = f(e) = f(@)|z — af| < |z — o

Sea ng/Ay, C D(a,d), entonces:

1| < 4™\ L] = 4™ [ fdz| = 4™| / (f(2) = fa) = f(a)(z — a))dz| < 4™ M - (yn)
Tn

Tng 0

Donde:
* es cierto porque 7y, es un camino cerrado y f(a)+ f'(«)(z — ) es un polinomio, por lo que tiene
primitiva, y entonces

(a) + f/(a)(z — a)dz = 0
Tng

Y M = max, e, s If(2) — F@) = F(0)(z — )]} < maxecy,, (el — al} < - diam(An)
Y asi:

1 1
‘I‘ < 4"M - l(’)/no) < 4"0¢ - diam(Ano)l(Vno) = 4n05270diam(A0)2701(70) =& diam(AO) : l(’YO)

Por lo que
l[I| <e,Ve>0 = |I|=0

U
Teorema 57. Cauchy para dominios estrellados
Sea Q un dominio estrellado, o sea, tal que Jzp € Q : [z, 20]* C Q,Vz € Q.
Sea f € H(Q). Entonces f admite primitiva en ).
Proof. Definimos
F(z) = fw)dw
[Z07Z}
Sea a € Q. ;Tendremos que Ve > 0,30 >0: |z —a| < = |F(Z)_F(();):O{(a)(z_a)| <eg?
Como f es continua en «, entonces 3§ > 0 : |f(2) — f(a)| < &,Vz € D(a,8) C Q
Basta ver que
F(z)— F(a) = (w)dw,Vz € D(a,8) C Q
[a,2]
Por ser estrellado, [zo, 2],[z0, ] C Q2
Por ser z € D(a,8) C Q = [a,2] CQ B
Asi, tenemos que el tridangulo A(zg, o, z) C Q,Vz € D(,d) = f[zo,a,z,zo} fw)dw =0
Pero
/ fw)dw = / f(w)dw+ (w)dw+ (w)dw =0 = F(a)+ fw)dw—F(z) =0 =
[20,a,2,20] [20,q] [e,2] [2,20] [a,2]
— F(a)—F(z)=— (w)dw = F(z2) — F(a) = f(w)dw
[a,z2] [,2]
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Volviendo atrés:

F(z) = F(o) = fla)(z =) | _

Zz—

Jioy f(w)dw = f(a)(z — o) x| Jio o lf (w) = f(a)]dw] -

z—« |z — af

> M - ([e, 2])

=M<c¢

|2 = a

fla)dw = f(a)(z — )

[cv,2]

**: M = max|f(w) — f(a)] < e, como vimos al principio.
Y asi, tenemos el resultado buscado. U

Teorema 58. De Cauchy-Goursat light
Sea f € C(Q) tal que Ja € Q/f € H(2 — {a}). Supongamos que A(a,b,c) C Q. Entonces

/ f(z)dz=0
[a,b,c,a]

Proof. Veamoslo por casos:
o ¢ Ala,b,c) = Ala,b,c) C Q—{a} Cauchy-_Goursat(56) f[abca} f(z)dz=0

e X —=a:

trianguloCauchyGoursat.png

Trazamos una paralela al segmento [c,b], tal que corta al semento [, b] a una distancia p de a y
llamamos a este nuevo tridngulo Ap, asi como vp = [a, bp, cp, .

Entonces
/ f(z)dz :/ fdz+/ fdz+/ fdz
[a,b,c,a] [o,bp,cp,al [bp,b,c,bp] [bp,c,cp,bp)

Estas dos dltimas integrales se ajustan al caso anterior, y por tanto son 0. Asi:

/ f(z)dz:/ fdz:/ fdz
[a,b,c,a] [ev,bp,cp,al vp

Y, de esta manera:

p—0
], e = [ a2 < M) < M -102p) o
a,0,¢,a P

A compacto, f cont

f2)[} < maxaen(apo {If(2)[} = M < 00

Donde M, = max,cp+{

e acalb:
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trianguloCG2.png

Ahora lo que hacemos es unir ¢ con «, de tal forma que

/ fdz:/ fdz+/ fdz=20
[a,b,c,a) [a,a,c,a) [et,b,c,

Estas dos tltimas integrales son 0, por el caso anterior.

e o cint(Aa,b,c)) :

trianguloCG3.png

Ahora trazamos la recta que une ¢ con « y definimos d como la intersecciéon de esta recta con el

segmento [a,b]. Ahora
/ fdz:/ fdz+/ fdz=0
[a,b,c,a) [a,d,c,a) [d,b,c,d]

Pues estas dos ultimas integrales se ajustan al caso anterior.
Cualquier caso no visto explicitamente entre los anteriores se ajusta de forma obvia a alguna de
estas distinciones. O

Teorema 59. Cauchy para dominios estrellados light
Sea 2 un dominio estrellado. Sea f € C(Q) tal que v € Q con f € H(Q — {a}).
Entonces [ admite una primitiva en €.

Proof. La demostracion es igual que la de Cauchy para dominios estrellados, pero cuando usamos
Cauchy-Goursat, debemos usar ahora Cauchy-Goursat light O

3.2 Analiticidad de las funciones holomorfas

Proposicion 60. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1.

1
/ ” Zdwzo, |z —a| >r
C(a,r) Y —

1
/ dw = 2, |z —a|l <r
Clay) W — %

Proof. Veamos ambas afirmaciones:

1. Sea Q = D(a, |z — al), que es estrellado y sea f(w) = -1 € H (1), entonces, por el teorema de
1
dw =0

w—=z

Cauchy para dominios estrellados, tenemos que |, Clar)
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/ ! dw—/ ! dw—/ ! #dw
Clay) W — % C(a,r) w_a_(z_a) C’(a,r)w_al_ 5,1((11

Donde —L__ podemos verlo como la suma de la progresion geométrica de ratio = <1, ast:

Z a
w—a

(T X (z—a)r | Iew)=GEG
/a” an dw_Z/ dw_z/(ar Z—_aanﬂdw:
— nio%(z —a)" /C(W) de = /C(a’r) p” 1_ adw — /7; a—}—Tlit—ameitdt _
= /ﬂ 1dt = 2mi
=a<l

|z — 1 |z —a|® =
Vw € C(a,r)* Z|fn |<Z rn+1 __ZT < oo

n=0

C(a,r)

Y asi, f, converge umformemente, y podemos sacar el limite fuera de la integral.
Xk,

1
Vn > 1, / ——dw =0
C(a,r) (w - a)n—i—l
Esto se debe a que admite primitiva, %W O

Teorema 61. Formula de Cauchy en un disco
Sea f € H(Q). Supongamos que D(a,r) € Q.
Entonces

z:L f(w)dw Vz € D(a,r
#(:) /C(M) . Vze D(ar)

211 w—z

Proof. Sea
fw)—f(2) 0—
Flw) = {f w=e o WER—{Z)

'(2) w=z

F e H(Q — {z}) por ser suma y cociente de funciones holomorfas, con w — z # 0.

Y F(w) es continua en z, pues f es derivable en z y ambos limites coinciden.

Asi, F e C(Q).

Seae>0:Q =D(a,r+¢e)CQ = FeC(),F e H( —{z}). Por tanto, podemos aplicar el
teorema de Cauchy para dominios estrellados light en €', quedando que

/ F(w)dw =0
C(a,r)

Pero

_ 2¢Clar) fw) = f&), flw) &
0= /C\'(a,r) F(w)dw B /;’(a,r) w =z dw /C\'(a,r) w = Zdw x/C'(a,r) w = Zdw
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_ f(w) 1 prop60 f(w) - o
- /C(a,r) w = Zdw ~f) /C(a,r) w—= Zdw a /C(a,r) w — zdw F(z) - 2mi

O sea, que
fe)= g [ I

210 Jo@ar) w— 2

Teorema 62. Teorema de Taylor

Sea Q C C abierto, f € H(Q) ya € Q. Sea p, = dist(a,C — Q) = inf{|z —a| : z € C - Q}.
(pg =00 512 =C)

Para 0 < R < pg definamos

_ 1 f(w)
Cn = 5 o) (@ =yl dw n € NU {0}

Entonces Vz € D(a, p,) se verifica que
o0
f)=) ealz—a)"
n=0

En consecuencia la funcion f es analitica en Q0 y

|

donde la integral no depende de R.

.

Proof. jf(2) =3 ;2 gcn(2 —a)" en D(a, R) C Q con 0 < R < p,?
D(a,R) C Q, asi, por la formula de Cauchy para un disco:

f(z) = L/C de z € D(a, R)

_27Ti (a7R)w—z

Tomamos z fijo.

|z—al

) ) Jw) L RS S sNcman SN Jw)

w—z_w—a—(z—a)_w—al—ﬁ w—af=w—a nzo(w—a)"ﬂ
|lw—al=R
Sea ahora k = max{|f(w)| : w € C(a, R)*} = 7@'{2“2'“]2 —al® < %(—'Z;za')" = a,,Yw €
C(a, R)*
Como la serie
[z —dl
> )
n=0 R

es convergente por ser una serie geométrica de razén menor que 1, entonces el criterio de Weierstrass

> i (e =

n=0

asegura que
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converge uniformemente en C(a, R)* (la hemos acotado por una serie convergente). Por tanto,
podemos permutar la suma con la integral:

Cauchy para discos i f(w) dw — L - f(w)
211 C(a,R) w—z 271 C’(a,R) "0 (w — a)"+1

f(2) (z—a)")dw =

&1 )
_nZ:o(Qm /C(a,R) (w—a)n+1d )( )

Asi, escribimos f(z) como serie de potencias, pues z era fijo y arbitrario en D(a, R). Ademés,

_ 1 f(w)
“n = 211 /;’(G,R) (w - a)"‘“ dw

Y asi
fn)(a):n!cn:n—! f(w)

———d
211 C(a,R) (w - a)”“ v

Corolario 63. Si f € H(QY), entonces f es indefinidamente derivable.
Mads ain, si a € 2, entonces

) (g
=3 Wy
n=0

n

tiene radio de convergencia R > sup{r > 0: D(a,r) C Q}
En particular, si f es entera, entonces R = oo

Teorema 64. Teorema de Morera
Sea f € C(Q), son equivalentes:

L. feH()
2. YA(a,b,c) CQ = f[a,b,c,a] f(z)dz=0

. J

Proof. 1. = 2. Teorema de Cauchy-Goursat

2. = 1. Sea a € Q,;3f"(a)?

Sea r > 0/D(a,r) C Q. Entonces VA(a,b,c) C D(a,r) = f[a,b,c,a] f(z)dz=0

La funcién

F(z) = f(z)dz
[a,2]

es una primitiva de f en D(a,r) por el teorema de Cauchy para dominios estrellados. Como
F € H(D(a,r)) = F es indefinidamente derivable = F’ = f es derivable en D(a,r), en
particular, 3f/(a), pero « lo hemos tomado arbitrariamente de Q. O

[ Corolario 65. Sea f € C(Q), f € H(Q—{a}), a € Q2 = f e H(Q) ]

Proof. Por el teorema de Cauchy-Goursat light tenemos el segundo punto del teorema de Morera, lo
que es equivalente a que f sea holomorfa en 2. O
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3.3 Consecuencias

Corolario 66. Destgualdades de Cauchy
Sea f € H(Q), D(a,r) C Q. Entonces

M,

TTL

()] < n!

Donde M, = MAX,eC(q,r)* |f(2)]

Proof.
fn) (a) Trm Taylor L/ f(UJ) dw — L 4 f(a + reit)m'eitd B i i f(a + T'eit)
n! B 2mi Joqay (w—a)? T 2mi [ (reit)ntl o J_. (reit)n

Entonces

n) |re|=r i it |f(atre™)| <My i

e T L e M L ey

n! 2r J_ . rn 2m J_ . ™ rn

Y, asi

(@) < i

T.n

Corolario 67. Teorema de Liouwville
Sea f € H(C). Supongamos f acotada, entonces f es constante.

Proof. Podemos escribir f como serie de potencias centrada en el origen, con radio R = oo por ser f
entera.

o
/™(0)
— n —
flz)= nz;)cnz Cn = ")
ien=0,Yn>1? <= fY(0)=0,¥n>1
Sea M >0: f(z) < M,VzeC
desigualdad Cauchy )/ M
1™(0)] < =l < npl—
T.n T.n

Pero esto ocurre Vr > 0, y el limite de esto, fijado n > 1, cuando hacemos tender » — oo es 0. Asi
1F0)] =0,¥n>1 = fM(0)=0,¥Yn>1

Y, por lo tanto, tenemos que

f(z)=co

Corolario 68. Teorema fundamental del dlgebra
Sea P(z) un polinomio de grado > 1. Entonces, 3zp € C: P(z9) =0
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Proof. Supongamos P(z) # 0,Vz € C. Entonces podemos definir

y se tiene que f € H(C), pues el denominador nunca se anula.
Por otro lado, tenemos que

lim P(z) = lim (anz" + ... + a1z + ao) “20 0 = lim f(z)=0

zZ—00 Z—r00 zZ—00
Vamos a ver que f es acotada.
Por ser el limite en el infinito igual a 0, tenemos que IRy : Vz/|z| > Ry = |f(z)| < 1.
Ademas, IM > 0 : |f(z)] < M,Vz € D(0, Ry), por ser f continua sobre un compacto (alcanza su

maximo).
Asi
|f(2)] < max{l,M},Vz € C

Entonces, por el Teorema de Liouville, tenemos que f ha de ser constante, o sea

1 k#0,pues ﬁ;ﬁo 1
k= = P ——
f(z) P(Z) (Z) ]’C#
Esto es una contradiccion, pues P(z) no es un polinomio de grado 0 O

Corolario 69. Sea f € H(C). Si f no es constante, entonces f(C) =C

Proof. Supongamos f(C) #C = Ja € C,r >0: D(a,r)N f(C) =0
Consideremos g(z) = m que es entera pues f loesy f(z) #a,Vz € C
Ademss [f(z) —a| > 7, Vz € C = |g(z)| <2
Asi, g es entera y acotada, por el trm de Liouville podemos asegurar que es constante

9g(z)=c#0 = :c:>f(z):%+a#

o
f(z)—a

Pero esto es una contradiccién, pues f no es constante. ]

Corolario 70. Teorema de extension de Riemann
Sea Q C C abierto, a € Q. Sea f € H(Q2 — {a}). Entonces, son equivalentes:

1. f se puede extender a una funci6n holomorfa en . O sea, 3g € H(Q) : g(2) = f(2),Vz # a
2. f se puede extender a una funcion continua en Q. O sea, 3g € C(Q) : g(z) = f(2),Vz # a
3. f estd acotada en un entorno de a. O sea, 3¢ > 0,M > 0: |f(z)| < M,Vz € D(a,¢)

4. lim,,4(z —a)f(z) =0
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Proof. 1. = 2. = 3. = 4. son inmediatas
Veamos 4. — 1.
_ O—
Sea h(z) = (()z a)f(z) z¢€ {a}

Z=a

, por la hipotesis, h € H(Q2 —{a}) y h € C(Q). Asi, por el

corolario del teorema de Morera (corolario 65), tenemos que h € H(f2) y entonces podemos escribir h
como serie de potencias alrededor de a por el teorema de Taylor

z) = ch(z —a)",Vz € D(a,r)

n=0

Donde ¢y = h(a) = 0, entonces

o o
chz—a z—az z—a)" " =(z—a)

WK

cnr1(z —a)"
n=0

Llamamos

Entonces,

(z —a)f(2) = ( = @)g1(2),Vz € D(a,7) = {a} = [(2) = g1(2),Vz € D(a,r) - {a}

Por ultimo, haciendo

o = {f(Z)_ se0 )
gi(a)=c1 z=a

Tenemos una extension holomorfa de f. O

Corolario 71. Teorema de convergencia de Weierstrass
Sean (fn)olq, fn € H(QY), sea f € C(). Supongamos

unif sobre compactos
—

fn

uni f sobre compactos
—

f

Entonces f € H(Q) y f?lf) 5

Proof. Sea A(a,b,c) C €, jtendremos que f[a bl f(z)dz =07 Si asi fuera, por el teorema de Morera

obtendriamos que f € H(Q)
Ahora bien, como k = [a, b, c,a]* es compacto, tenemos que

fn € H(Y) = fndz=0 = fndz — fdz=0

[a7b7c7a] [a7b7c7a} [a7b7c7a}

Y tenemos la primera de las aﬁrmaciones

Ahora, sea K C ) compacto, ¢, n‘K unif f‘K

Sea e >0, ;3n.:¥n>n. = |fF) - )| <eVze K?

Sea d(K,C—-Q
7«27( L )>0

2
Sea ahora K, = {z € C:d(z,K) <r} C (Q, tenemos que K, es compacto
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Como f, 1k, unif fik, = Inc:Vn2>n. = |fu(2) — f(2)| <e,Vz € K,
Seaa € K = D(a,r) C K,, entonces

desig Cauch |

esig Sauc Y ]{;I% k!

<e—
rk =k

[(fa — £)"(a)]

Donde M, = max{|(f, — f)(2)| : z € C(a,r)*} < e
Como a es arbitrario, queda demostrado. ]

Corolario 72. Sea f € H(Q?), con Q dominio. Definimos
Z(f)={z€Q: f(z) =0}
Son equivalentes:

L. Z(f) NnQ#0, o sea, Z(f) tiene al menos un punto de acumulacion en 2

2. JacQ: fMa)=0,Yn>0

3. f=0

. J

Proof. 3. = 1. Trivial

1. = 2. Vamos a verlo por induccién.

Para n = 0, sea a € 2 tal que 3(z,)2%, C Z(f) con 2z, # a 'y z, — a. Entonces f(z,) — f(a) pues
f es continua, pero f(z,) =0,Yn = f(a)=0.

Supongamos que f")(a) = 0,Vn < k, entonces, por el teorema de Taylor:

[e.9] [e.9] [e.9]

\v/zeD(a r CQ f ch Z—a hipingicciénZCn(z_a)n:(z_a)kzcn(z_a)n—k‘:
n=0 n=~k n=~k
oS
e e
n=0

Y llamamos ahora -
= Z cnik(z —a)"
n=0

que es holomorfa por ser una serie de potencias en el disco D(a,r).
Asi, se tiene que

f(z)=(z—- a)kg(z),Vz € D(a,r),g € H(D(a,r))

Entonces, tenemos que

a0

0= fzn) = (20 — @) g(za) =2 g(z) = 0 L=

9(a) =0

k)
Pero g(a) = ¢ = fT@ =0 = fk)(a) = 0, como queriamos demostrar.
2. = 3. Como podemos escribir f como serie de potencias alrededor de a, entonces tenemos que

[e.9]

Z z—a)" an —a)" =0,Vz € D(a,r)

Asi, f es nula al menos en un disco alrededor de a.
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Sea
A={ze€Q: fY2) =0,Yn >0}
A # (): pues a € A por hipotesis
A es abierto: sea zy € A, por el teorema de Taylor
flz)= ch(z —20)",Vz € D(z9,7) = f(2) =0,Vz € D(2,7) =
n=0
— f(z) =0,VYn,Vz € D(z,r) = D(z,7) C A
A es cerrado: podemos escribir
A=) (o))
Donde (f™)~1({0}) es cerrado por ser preimagen continua de un cerrado. Por tanto, podemos

expresar A como interseccién numerable de cerrados, lo que implica que A es cerrado.
Asi, A # (), cerrado y abierto, A C Q dominio = A=Q = f(2)=0,Vz2€Q O

Corolario 73. Principio de identidad
Sean f,g € H(Q), con Q dominio.

Si el conjunto de puntos donde f y g son iguales se acumula en €, entonces

f=g

Proof. Basta aplicar el corolario anterior a f — g U

Definicién 74. Orden de un cero

Sea f € H(Q2), con 2 dominio. Sea a € Q/f(a) = 0.
Supongamos que f # 0

Sea ko = min{n > 1: fY(a) #0} > 1

Llamamos a k, orden de a para f

Corolario 75. Sea f € H(Q2), con Q dominio y f(a) = 0. Son equivalentes:

1. El orden de a es un cierto k > 1

2. f(z) = (2 — a)*y(2) con g € H(Q), g(a) #0

Proof. 2. = 1.

f(2) = (z—a)*g(2) Taylor (z —a)* Z cn(z —a)t = Z cn(z —a)"th = Z Cn—k(z—a)",Vz € D(a,r)
n=0 n=0 n=k

Hemos encontrado, entonces, un desarrollo en serie de f, empezando en n =k = ¢y =g(a) #0
es el primer término no nulo, y es el k — ésimo.

1. = 2.

Si el orden de a para f es k > 1, por el teorema de Taylor, queda que, Vz € D(a,r)

flz)= Z cn(z —a)" = Z Cnyi(z — )" = (z — )k Z Cntk(z —a)®
n=0 n=0

n=k
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Si llamamos g1(z) = >~ cn+k(z — )", entonces

f(2) = (2 = a)*g1(2),¥z € D(a,7) y g1 € H(D(a,7))

Sea, &)
g(z) _ ﬁ ZGQ—{G}
gifa) =cx, #0 z=a
f(2)

Entonces, como z —a no se anula y f € H(Q), y ademés Gmaf = 91(2),Vz € D(a,r), tenemos que
g€ H(E),y
f(z) = (z—a)g(2), Vz€Q—{a}
Pero sabemos que f(a) = 0, y también (a — a)¥g(z) = 0. Por tanto tenemos la igualdad en todo
Q O
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4 Version general del teorema de Cauchy

4.1 1Indice de un punto respecto de una curva cerrada

Proposicion 76. Sea 7 : [a,b] = C* una curva (v € C([a,b])). Entonces existe un argumento
continuo de .

Es decir, 30 : [a,b] — R continua tal que 0(t) € Arg(y(t)),Vt € [a,b].

Mads ain, 0(b) — 0(a) no depende de 0.

Proof. Seae = dist(y*,0) > 0, como 7 es una funcién continua definida en un compacto, es uniformemente
continua, y asi, 30 > 0: t,t' € [a,b]/|t —t'| <§ = |y(t) —~v({t)| <€

Podemos tomar § = b;a con k € N suficientemente grande.

Sean ahora a = tg,t1 = to+0,...,t = to+kd = by consideremos D(v(t;),e) C C*,Vj =0,....,k—1

Entonces 1 € H(D(v(t;),)) y tiene primitiva, pues es un dominio estrellado (teorema de Cauchy
para dominios estrellados). Esto equivale a que exista un logaritmo continuo de la identidad en
D(v(tj),e) (Prop 28) y esto, a su vez, implica que 3u; € C(D(y(t;),¢€)) tal que p;(z) € Argz,Vz €
D). ).

Asi, podemos definir

Hj : [tj7tj+1] - RVj=0,...k— 1/0](t) - :u](’)/(t))

Que son todos argumentos continuos de cada uno de los subintervalos de la particién que hemos
fabricado. Ahora nos interesa 'pegarlos’ para conseguir un argumento continuo de todo el intervalo,
sin embargo, esto no es necesariamente posible de hacer directamente. Para hacerlo, consideramos:

0;(tj+1) — Oj41(tjs1) = 2wm;, mj € Z

* Esta igualdad se debe a que 0;(t;41),6;11(tj+1) € Arg(v(tj+1)) v a la proposicion 30.
Ahora definimos
(

Ho(t) t € [t07 tl]

01 (t) + 2mmy te [tl, tz]
Q(t) = 92(7f) + 27T(m1 + m2) te [tQ, tg]

Or1(t) + 205 my ¢ € [troy, ti)

Que es continua y 0(t) € Arg(y(t)),Vt € [a,b].
Para la ultima afirmacion, sean 6,6 dos argumentos continuos de «. Entonces

0(t) — 0(t) € 2nZ,Vt € [a, b]

Entonces como (6 — 6)([a, b]) es conexo, ha de ser (t) — 0(t) = 2kn, k € Z,Vt € [a, b]
Y asi:
0(b) — 6(a) = 0(b) + 2km — 0(a) — 2k = 6(b) — O(a)

O

Ahora, dada una curva v : [a,b] — C cerrada y z ¢ v*, podemos considerar la curva y(t) — z, que
no pasa por el origen y, por tanto, es susceptible para aplicarle el resultado anterior. Definimos, asi:

0:a,b] >R/t —0(t) € Arg(y(t) — 2)
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Y definimos el indice de z respecto a v como

0(b) - 0(a)

Ind,(z) = o

€EZ

Proposicién 77. La funcion Ind,(z) : C —~v* — 7Z es continua.
Por tanto, constante en cada componente conexa de C — v*.
En particular

Ind,(z) =0,Vz € Q

Donde Qo es la componente conexa no acotada de C — ~*

Proof. Sea zy € C —~*, r = d(z0,7*) > 0. (Ind,(z) = Indy(29),Yz € D(z9,7)? Si demostrasemos
esto, tendriamos que la funcién es localmente constante en cada componente conexa y, por lo tanto,
continua en cada una de estas componentes.

Se tiene que D(zp,7) C C —~* y podemos hacer

Ahora bien, como la suma de los argumentos pertenece al argumento del producto, si tuviéramos

{91(1?) € Arg(~(t) — 20)

0a(t) € Arg(ZH=2)

= 01(t) + O2(t) € Arg(~(t) — z)

Sea 01 : [a,b] — R/60,(t) € Arg(y(t) — 20), que existe por la proposicién anterior.

Notese que Jét)):; es una curva cerrada. Pues J((bb)):zzo = J((aa)):;).
'w(t)—z _1' _ 'v(t)—z—v(tHzO :‘ w—z | _r_
Y(t) — 20 Y(t) = 20 v(t) =z 7
Asi que Jét)):; € D(1,1) y no interseca a Ry .
Entonces hacemos 05(t) = arg <J(%):;) >, que es continuo por ser el argumento principal en C—R .
Y asi

0(t) = (61 + 05)(t) = 01(t) + arg (M)

V() — 20
es argumento de y(t) — z.
E

v(b)—-2 ) _ _ Y(a)=z
Ly B0 —6) OB Farg (352 ) - 01(@) —arg (355 _ ) i)
nd,(z) = - = o = o = Indy(20)

Y, efectivamente, Indy es localmente constante, como queriamos ver. Veamos ahora la tltima
afirmacion.

Siv* C D(0,R)sea Q= {z:|z| > R}, entonces 2 C C—7*y Q C Qoo {320 € Qoo : Ind,(20) = 07

Sea zp : Rezyp < —R = Re(—zp) > R, entonces

Re(v(t))>—R;Re(—z0)>R
Re(y(t) - 20) = Re((t)) + Re(—z0) >
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Y, asi
(v(t) = z0)* CC—{z: Re(z) <0}

donde el argumento principal es continuo, y podemos tomar 0(t) = arg(y(t) — 2o), asi:

Indv(ZQ) = H(b) 2_7-‘-0(a) _ arg(’y(b) - 20)2—7(@7"9(’)’(@) — ZO) ycer:rada %

=0

Proposicion 78. Sea v : [a,b] — C un camino cerrado. Sea z ¢ v*. Entonces

/ L dw = 2mi - Ind(2)
g

w—z

Proof. Sea a = ag < aj < ... < ar = b una particién tal que v es C'! en cada subintervalo. Sea también
0 :[a,b] - R/O(t) € Arg(y(t) — z), un argumento continuo de v — z. Entonces la funcion

L(t) = log|y(t) — z| +1i0(t)

es un logaritmo continuo de v — z. Por la proposicién 28, como v — z es derivable, tenemos que
L(t) es derivable y L'(t) = 28 Asf:

V(t)—z
| LG I N (N g g
dw:/ dt = / dt = / L'(t)dt = [L(t)]™ = L(b)—L(a) =
[ o=t S5 I et I G WIC AR Rl
e e () OB)=0(a)
— loghy(b) — 2| +i0(b) — logly(a) — 2| — i6(a) "= o) — 0(@)) "I = T i 2n - Ind,(2)

O

4.2 Version general del teorema de Cauchy y la féormula integral de Cauchy

Definicion 79. Sean {'yj}le caminos y {mj};?:l enteros.
Definimos una cadena como
k
L=) m
j=1

Cuando los caminos son cerrados, se denomina ciclo.
Se denomina soporte a

* _ 1k *

™ = Uj_17;
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Definicion 80. Sea f : ['* — C continua, definimos la integral sobre la cadena como

k
/ f(z)dz = ij f(z)dz
r j=1 Vi

Y su longitud como
k

(D)= Imyli()

j=1
Y se tendra que

| / F(2)dz < M -1(T)

Donde M = max{|f(z)|: z € I'*}

Proof. Veamos esta ultima afirmacion.
Como I'* es una union finita de compactos, entonces es compacto, y asi, IM = max{|f(z)| : z € ['*}
Entonces

k k k
[ e :\;mjfm f()d| < \gm/ M :Mr;mj/% 1dz| =

Vi

k b k k
= M| ij/ i @)ldt] = M|y Jml(y)] < M-y myli(y;) = M - 1(T)
j=1 a J=1 J=1

Definicion 81. Suma de cadenas
Supongamos que tenemos [' = Z§:1 m;v; y X =Y _q oy, podemos definir

k s
e = ij’yj :l:ano'T
j=1 r=1

T+ %) = (Ui17)) U (U—107)
También, si f € C(T' £ X)*, podemos hacer

. f(z)dz:/rf(z)dzifzf(z)dz
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Definicién 82. Indice de z con respecto a T’
Si z ¢ T, siendo I" un ciclo, definimos el indice de z con respecto a I' como

Indp(z Zm] Ind

Esta es una funcién continua en C —I'* y constante sobre las componentes conexas de C — I'*y
nula en la componente conexa no acotada.
También se tiene que

1
/ dw = 27i - Indp(z)
r

w—z

Definiciéon 83. Nulhomoélogo
Sea €2 abierto y I un ciclo con I'* C 2. Diremos que I' es nulhomélogo con respecto a € si
Indr(z) =0,Vz ¢ Q

Teorema 84. Forma general del teorema de Cauchy y la formula integral de Cauchy

Sea f € H(Q) , sea I ciclo tal que I'* C . Supongamos que I' es nulhomoélogo con respecto a

). Entonces
[ 1@z =
r

VzeQ— F*/f dw = 27i - f(2) - Indp(z)

1.

Lema 85. Lema 1 para la demostracion del teorema de Cauchy

Sea F : Q x F* — C, con (z,w) — F(z,w) = F,(2) continua, donde I" es un ciclo.
Entonces g(z fr z,w)dw es conlinua.

Mas ain, si F € H(Q),Vw € T*, entonces g € H(Q).

Lema 86. Lema 2 para la demostracion del teorema de Cauchy
Dada f € H(Q),se verifica que la funcién g : Q x Q — C dada por

Q=) 4y,

es continua en ) x

Proof. Del teorema de Cauchy y su féormula integral:

1. Es un caso particular de 2. Sea zp € Q@ — '™, y g(w) = (w — 20) f(w), g € H(S2). Entonces

O:27T-i-g(20)'1ndl“(20):/r g(w)dw:/r( w — 2 dw_/f

w — 20
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2. Sea g € H(12). Sea
(OGN

F(z,w) = {f’(:i}_)z o

que es continua por el Lema 2 para la demostracion del trm de Cauchy (Lema 86).

JEs Fyy € H(Q)?

Fijado w, esta claro que F,, € C(2), Fy, € H(Q2 —{w}). Entonces, por el corolario 65, tenemos que
Fy, € H(Q).

Definimos ahora

o(z) = /F F(z, w)dw

que es holomorfa por el Lema 1 para la demostracion del trm de Cauchy (Lema 85).
Sea ahora Qo = {z9p € C —T'* : Indr(z) = 0}, que es abierto por ser la unién de las componentes
conexas tales que Indr(z) = 0, que es constante en cada componente conexa. Y sea ahora

fw)

w—z

Fo: Qo xT* = C/(z,w) — Fy(z,w) =

Notese que w — z # 0, pues w € Qyy z € [* = z ¢ Q.

Definimos
= / Fy(z,w)dw
r

Y notamos que 3R > 0/T* C D(0,R) = {z:|z| > R} C Qs C Qo

Para continuar, sea
Q
h(z) = g(z) z¢€
go(z) z€Q

QU Qe = C? Si, pues I' es nulhomologo con respecto a ), entonces z ¢ Q@ — Indp(z) =0 =
z € Qg
(;g( ) = go(2),Vz € QNQ7? Si, notese que w—z # 0 en la integral sobre I, pues z € Qy = z ¢ I'*,

fw) Iz flw) [&) [ fw) L propanteriontrs)
w—z / w—z _/Fw—zdw_/pw—zdw f(z)/pw—zdw N

/f_z f(2) - 2mi - Indp(z )Indr(z) 0/ f_zdw—g()

Y vemos como h € H(C), pues es holomorfa en 2, Qy, QN Qg y se tiene que QU Qy = C.
Ahora bien:

lim h(z) = hm go(z) = lim / w =0

2Z—00 Z—00 — z

*. porque go esta definida en la componente conexa no acotada Q.
Xk,

M=max,,cr* %

Nemaxers [f) N =zl —fwl>l:-R N
< M -(T) 3

=)

|2 =

w—z ‘ |lw — z|

que tiende a 0 cuando z tiende a infinito.

Asi, h es acotada, usando un razonamiento analogo al que hicimos en el Trm Fundamental del
Algebra, (corolario 68). Por tanto, por el Teorema de Liouville (corolario 67), tenemos que h es
constante. Ademas, como h tiende a 0, ha de ser h = 0.
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Entonces
g(z) =0,Vz2€Q-T"

O sea

—alz) — f(w)—f(Z) wrazonando&omom"riba f(w) w— f(2)-2mi - In P
0=g) = [ TELE [ dw = 1) 2w Indi ()

w—z

Reordenando:

/ f(w) dw = f(z) - 2mi - Indp(z)

Definicion 87. Homolégicamente conexo
Sea Q C C abierto. Diremos que €2 es homoldgicamente conexo si VI ciclo tal que I'* C ,
se verifica que I' es nulhomologo respecto a €.

Corolario 88. Sea Q2 C C abierto.

1. Q es homologicamente conexo <= Vf € H(Q),IF € H(Q)/F' = f LS Y~ camino
cerrado, con v* C , f7 f(2)dz=0,VYf € H(Q)

2. Sea v un camino cerrado, con v* C ). Entonces v es nulhomodlogo respecto a 2 <=

f,y f(z)dz =0,Vf € H(Q)

Proof. Veamos cada afirmacion:

1.” = '/ Sea 7 un camino cerrado tal que v* C Q y sea f € H(Q). Por la hipotesis, v es
nulhomologo con respecto a €2, entonces, por 1. del trm de Cauchy, tenemos que fv f(z)dz=0.

" <= ' Supongamos que 2 no es homologicamente conexo. Entonces, 3" = 25:1 m;y; ciclo, tal que
I'“cQ y dzo §é Q/Indp(zo) 7& 0 = HjQ/IHdeO(ZO) 7é 0
Sea f(w) =1, entonces f € H(Q2), pues zp ¢ . Asi

1
/ dw = 2mi - Indy, (20) # 0
.

2 w — 20
Y por hipétesis sabemos que esto no es asi, sino que da 0.
2. ' = ' Por el teorema de Cauchy, fwf(z)dz =0.

! <= ' Supongamos que 7 no es nulhomologo con respecto a €2, entonces 3zg ¢ Q tal que Ind,(z) # 0.
Sea f(w) =1, f € H(Q) y asi

1
/ dw = 2mi - Indy(29) # 0
~ w — 20

Pero por hipoétesis esta integral deberia dar 0, como antes. U
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Teorema 89. Sea 2 C C abierto. Son equivalentes:

1. © es homol6gicamente conexo

2. Todas las componentes conexas de C — €2 son no acotadas

Proof. Solo vamos a ver 2. = 1., la otra implicacién da menos juego y es muy técnica.
Sea I' un ciclo, tal que I'™* C Q. Sea z9 ¢ Q. ;Indr(zy) =07
Sea
Qo ={2€C—-T":Indr(z) =0}

La pregunta ahora es: ;zy € €7

Ahora bien, si Q4 es la componente de C — I'* no acotada, sabemos que Qo C €. Asi que la
pregunta pasa a ser: jzg € 07 De ser asi, tendriamos el resultado.

Sea C' la componente conexa de C — {2 que contiene a zy. Por hipotesis, C' no es acotada. Entonces

CNQu 0 0y

4.3 El teorema de los residuos

Definicion 90. Puntos regulares y singulares

Sea f € H(2—{a}). Diremos que a es regular con respecto a f si f puede extenderse a una
funcion holomorfa en Q ( <= f puede extenderse a una funcién continua <= f acotada en
un entorno de a <= lim, ,,(z —a)f(z) =0)

En caso contrario, diremos que a es singular o una singularidad con respecto a f.

Definicion 91. Tipos de singularidades

Sea f € H(Q2 — {a}) con a una singularidad de f.

Si 3k > 1 tal que a es regular para (z — a)¥ f(2) se dice que a es un polo para f.
Al menor k con dicha propiedad se le llama el orden de a.

En caso contrario, diremos que a es una singularidad esencial.

Definicion 92. Residuo -
Seaa€QCC,feH(Q—{a}), con D(a,p) CQ
Definimos el residuo de f en a como

=1
f(z)dz
27’["l C(a,p) ()

. J

Res(f,a) =

Ahora es natural hacernos la pregunta de si el residuo depende del radio del disco tomado. La
respuesta, como es previsible, es que es independiente del radio elegido.

SeaI' =C(a,p1) — C(a,p2) y Q=0- {a}. ;' nulhomologo con respecto a Q7
Si asi fuera, entonces

0= /Pf(z)dz = /C(a,pl)f(z)dz—/c(a,m) f(z)dz
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Y tendriamos el resultado. N N

I' sera nulhomologo con respecto a Q si Indg(q,p,)(2) = Indo(a,p,)(2), V2 ¢ Q, pues el indice de I'
seré la resta de estos indices.

Para z = a tenemos que Indco(q,p,)(a) =1 = Indg(q,p,)(a)

Para 2 ¢ @ = 2 ¢ D(a,p1)niz ¢ D(a,p2) = z esté en la componente conexa no acotada de
C - D(a,p1) =

== IndC(a,m)( ) 0= IndC(a p2)( )

Y tenemos el resultado.

Vamos ahora a calcular el residuo dependiendo del tipo de punto que sea a respecto a f. Sia
es regular, entonces 39 € H(Q),g(z) = f(2),YVz2 # a = Res(f,a) = &= fcap)f 2)dz =

geM(?)
% \[C(a,p) g(z)dz =0
Si @ es un polo de orden k, entonces 3g € H(Q) : g(2) = (2 — a)* f(2),Vz # a donde ahora a es
regular para g. Asi

_ 1 o 1 g(z) trmTaylor g -1 (a) B
Resths®) = g /c(a,m TOE = 50 Jotun G- (k—1)!
V) L (- a)bf(2)
= lim (k—1)! = lim k—1)

Si k = 1, entonces Res(f,a) =lim, ,,(z — a)f(2)
P(z)

Y en el caso particular en el que f(z) = O(z) S una funcion racional, con P(a) # 0y a es un cero
simple de Q(z) (Q(a) = 0 pero Q'(a) # 0). Entonces

_PR) _ P() sl f.q) — Pla) « Pla)
T =50 = Gmaee — 09~ 30 ~ oW
chz—a n c0=Q(a) Ochz—a z—a)zcn(z—a)"*lz
n=0 n=1 n=1

0> enale—a)”
n=0

Y queda que g(z) = S0 cus1(2 — a)", pero g(a) = ¢ = Q/(a).

Teorema 93. Regla de L’hopital
Sean f,g no identicamente nulas cerca de a, con f,g € H(D(a,e)). Con f(a) = g(a) = 0.
Entonces ,

lim () = lim 1)

z—a g(2) z—a g'(2)

Proof. Supongamos que a es un cero de orden k > 1 de f = f(2) = (z —a)*F(2), F(a) #0y F €
H(D(a,r))
a cero de orden I > 1 de g = ¢(2) = (2 — a)!G(2), G(a) #0y F € H(D(a,r"))

f) (- F) i) Y

y4 zZ—Q y4 ya

AG TRV T A COND I O N

M) T GoaiGe) T ge T e R
o0 k<l

02



Y, por otro lado
f'z) _ . (2= a)"F'(z) + k(2 — ) F(2)

lim = lim = lim F-a =

z=a g'(2)  z=a (z—a)lG(z)+1(z—a)l1G(z)  z=a (z—a)"! (2 —a)G(2) +IG(2)

(- PR+ RFE) o | b
:1 _ k—1 Z—Qa z z ; F(a) k:l
e e G Gk | @
00 k<l

*. Pues

. / YT _ /

?_r)r(ll(z —a)F'(z) =0= il_rg(z a)G'(z)
Y vemos asi como ambos limites coinciden. O

.

Teorema 94. Teorema de los residuos
Sea QCC, SCQconS"NQ=0, donde S’ es el conjunto de los puntos de acumulacion de S.
Sea f € H(Q—S5), T un ciclo yT* CQ—S.

Supongamos que I' es nulhomdlogo con respecto a 2. Entonces

/Ff(z)dz = 27T2'Z Indr(a) - Res(f,a)

a€esS

Proof.

JR>0/T* C D(0,R) = {2€C:|2]| >R} C N CQ={2€Q—T": Indr(z) =0}

Notese que 2y es abierto por ser uniéon de componentes conexas abiertas.
Sea ahora K = C — Qy C Q cerrado, pues g es abierto. Ademéas K C C — Q. C D(0, R), por lo

que K es acotado. Por tanto, al ser cerrado y acotado, es compacto.

Consideremos
KnS={ay,..,ax} finito

Si fuera infinito, entonces tendria un conjunto de acumulaciéon en K C €2, lo que contradice que

S'NQ = 0#

Asi,sia € S —{al,...,ar} = a€Qy = Indr(a) =0.
Por ser $'N§ = 0, podemos tomar &; > 0 tal que D(aj,e;)NS = {a;},j =1,...ky D(aj, ;) C .
Sea el ciclo

k
¥ = Z Indp(aj)C’(aj, Ej)
j=1

y nétese que X* C Q — S.

[ 1= [ sz

Por un lado,

k k
/Zf(z)dz = jzllndp(aj) /C( f(z)dz = ZIndp(aj) - Res(f,a) - 2mi =

a;,€5) j=1
k
= 2mi Z Indr(a;) - Res(f,a) = 2mi Z Indr(a) - Res(f,a)
j=1 aes
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Asi, si tuvieramos la igualdad por la nos preguntdbamos, tendriamos el resultado.
Para ello, veamos si

(‘)/F_Z f(z)dz =07

Ahora bien, si z ¢ Q — S, hay varias posibilidades:

trmCaud® oy, nulhomologo con respecto a 2—S <= Indr(z) = Indx(z),Vz ¢ Q—S7

e 2¢O = Indr(z) =0e Inds(z) =0, pues z € Qs in f1y

Indr(z) = Indr(aj,)

.Z:a'71§j0§k:> 1 S
e Inds(z) = Inds(aj,) = Y5 Indr(aj) - dj = Indr(az,) d; = {0 j#jz
e zeS—{ay,.,apy} = 2€S-SNK=S-K = 2¢ K = z€Qy = Indr(z) =
Q5,00
02 Inds(2)
Y tenemos el resultado. O
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