GyA - Teorfa 1* Parte

Jose Antonio Lorencio Abril

2019/2020

1 Anillos

Teorema 1.23. De la Correspondencia

Sea A un anillo, e I un ideal de A. Entonces

A J
J— f— — <
{Ideales de I} {I IcJ< A}

Y la siguiente aplicaciéon es biyectiva

{%:ICJﬁA} — {Ideale}s’ de ?}
J — e

Demostracion

e Sobreyectividad

~l<

<

e

Como J < A, entonces 0 € J — 0+Ie§
Dados z,y € J, tenemos que (z+ 1)+ (y+ 1) = (z+y)+I1 € 4, puesz+y € J
Dado a € A, entonces (a + I)(z+ 1) =az+1 € 4, pues ax € J

Sea ahora K <14 y sea J = {a € AJa+1 € K}, y definimos

A
adogos )
a — a-+1

r = x4+ K

Y sea h = g o f. Calculemos su ntcleo:

a€ Kerh < f(a)—i—K:g(f(a)):O(?) =K=0+4+K <= a+I=f(a)e K < a€J

g

Es decir, Kerh = J Def:l>'20 J <A

Ademés,sia €l — a+I=1=04a € K — a € J. Es decir, I C J.
I



L4 =K?
’g%e% — z=a+1I,a€J = z=a+ 1€ K (por la definicién de J)

’2’:1:€KC% = x=a+1€K, ac A = aEJ:>a::a+I€%

Recapitulando: dado un ideal de ?, podemos escribir este como %, donde I C J < A, por lo
que nuestra aplicacién es suprayectiva.

e Inyectividad
Sean Ji, Jo ideales de A que contienen a I tales que # C % Entonces

J T
e J = x+1€71c72 — ol =y+l,ycJo = z—yelCJ = z=a—y+y e Jo = J; C

%:>J1QJ2

— J1=J
= JoCJ;

i
Por tanto, si %:% - JI -
J2 -
I_

~&

Y la aplicacién es inyectiva.

Es decir, que la aplicaciéon del enunciado es biyectiva. Pero esto quiere demuestra también la igualdad
de los dos conjuntos de ideales.
Teorema 1.27. Primer teorema de isomorfia

Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces existe un tnico isomorfismo de anillos
Z. A . .
f: Kerf — Imf que hace conmutativo el diagrama

A LB
pd T
%Tf -=» Imf

es decir, i o f op = f, donde 7 es la inclusién y p es la proyeccién.

En particular

~
Kerf mf

Demostracion

La aplicacion f : K?Tf — Imf dada por f(x + Kerf) = f(x) esta bien definida. Es decir, no depende

de representantes. Vedmoslo:

Siz+ Kerf =y+ Kerf entonces x —y € Kerf y asi f(z) — fly) = f(z —y) =0 = f(z) = f(y).

Veamos ahora que es homomorfismo:

o f((x+Kerf)+ (y+Kerf)) = f((x+y) + Kerf) = f(x+y) = f(z) + f(y) =
fx+ Kerf)+ f(y+ Kerf)



o f((z+Kerf)(y+ Kerf)) = f((zy) + Kerf) = f(zy) = f()f(y) =
flz+ Kerf) f(y+ Kerf)

e f(1+Kerf)=f(1)=1
Queda ver la biyectividad.

Comenzamos por la supreyectividad:

Dado x € Imf = Ja € A/x = f(a) = f (a + Kerf)

Para ver que es inyectiva usamos la Proposicion 1.21 (un homomorfismo de anillos es inyectivo sii
Kerf =0):

Siz+ Kerfc Kerf = 0=f(z+K)=f(z) = z€ Kerf = z+Kerf=0+ Kerf. Es

decir, Kerf =0y, por tanto, f es inyectiva.
T . . A .
Asi, f es un isomorfismo y los conjuntos "orf Imf son isomorfos.

Hace conmutativo el diagrama?

Dado x € Kerf, se tiene que
i(f(p(x) = f(z+ Kerf) = f(x)
. Es tnico?

Supongamos que otro homomorfismo g : %Tf — Imf verifica togop = f, entonces Vx € Kerf, se

tiene g(z + Kerf) =i (g (p(z))) = f(x) = f(z + Kerf), y ast g = f.

Teorema 1.28. Segundo Teorema de Isomorfia
Sea A un anillo y sean I, J dos ideales tales que I C J. Entonces % < ? y existe un isomorfismo de

anillos A
(7) A

(1) 7
Demostracion

Por el teorema de correspondencia, % < ?.

Sea f: ? — % la aplicacion definida por f(a+1) =a+ J.

f esté bien definida: si a + 1 = b+ I, entonces
a—bel = a-beJ = a+J=b+J = fla+1)=f(b+1)

Homomorfismo:
e f(la+D)+b+1D)=f(a+b)+I)=(a+b)+TJ=(a+J)+b+J)=f(a+I)+ f(b+ 1)
e f(la+Db+1I)=f(ab+I)=ab+J=(a+J)b+J)=f(a+I)f(b+1)
o f(1+1)=f(1+J)

Suprayeztividad: dado b € %, entonces Ja € A/b=a+J = b= f(a+1I). Al ser suprayectiva

Nicleo: f(a+1)=0=0+J < a+J=0+J <> a€ J. Es decir, Kerf = 7.

Por el primer teorema de isomorfia, tenemos que
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Teorema 1.29. Tercer Teorema de Isomorfia

Sea A un anillo con un subanillo B y un ideal I. Entonces:
1. BNI4dB
2. B+ I es un subanillo de A que contiene a I como ideal

3. Se tiene un isomorfismo de anillos % ~ %

Demostraciéon

1. No vacio: como B es subanillo de A, entonces 0 € B. Como I < A, entonces 0 € I. Asi,
0e BNI = BNI#(

Suma: dados x,y € BN — = z+yeBNnI

z,yeB — x+yeB
r,yel = x4+yel

beB
Producto: dados x € BNI, be B — {xbel = xbe BNI
x0 €

Por tanto, BN1 < B.

2. Por la proposiciéon 1.7, para ver que B + I es subanillo de A, basta ver que contiene al 1 y es
cerrado para restas y productos

Contiene al 1: Como B es subanillo, entonces 1 € B — 1=14+0€ B+1

Cerrado para restas: Sean
x,y € B+l = x=214+x2, y =y1+Y2, 21,91 € B, 2,20 € I = x—y = (x1—y1)+(x2—12).

Pero B es cerrado para restas, por lo que z1 — y1 € B, y también
ypel = —ypel = x9o—y2€I. Portantox —ye B+ 1

Cerrado para productos: Sean
z,y € B4+1 = zy= (z1+ x2)(y1 +y2) = 1y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y2

Como B es cerrado para productos, entonces x1y; € B.
Como I es un ideal en A, entonces x1y2, Tay1, Tay2 € I = T1ys + xoy1 + Toyo €
Por tanto, xy € B + I, y asi, este es subanillo de A.
Ademés, contiene a [ puesdadox € I = z=04+x€ B+ 1
A

3. Sea f: B — ? la composicion de la inclusion j : B — A con la proyeccion p: A — 7.

Calculemos Kerf:

re Kerf <= f(z)=0=0+] < poj(x) =0+1 < p(x) =0+1 <= 2+ =0+] <= z €1



Pero x € B, por tanto Kerf = BN 1.

Imf:

Es decir, Imf = ?, pero
Cr+lel = a+I=(@+0)+1eBH
D (rt+y)+IeBE = @ty +I=(a+)+(y+D)=az+1ec?

Asi, por el primer teorema de isomorfia:

B B+1

BNl 1
Teorema 1.33. Teorema Chino de los Restos para anillos

Sea A un anillo y sea I, ..., I,, ideales de A tales que I; + I; = A para todo i # j.

Entonces It N...N I, = I1...I,. Ademas

A A4
Ln..nIl, I I,

Demostracion
Razonamos por induccién sobre n, empezando por caso n = 2, pues el caso n = 1 es trivial.

'C’ La hipotesis I1 + I = A = (1) nos dice que existen z1 € I1,x9 € Iy/x1 + 22 = 1, entonces
Va € I N Iy se tiene a = ax1 + axo € 111, por lo que I1 NIy C 111

Dy e l1ly — l’:Zfzol'iyi, vieh,2y€lh = xyyelhinNnly, = xzeliNli

Veamos la isomorfia: sea
f:iA — % X }%
a — (a+1Ii,a+1)
e flatb)=((a+b)+,(a+b)+1)=(a+ L)+ b+ 1), (a+ L)+ (b+ 1)) =
(a+T,a+ 1)+ b+ I1,b+ 1) = f(a) + f(b)
° f(ab) = (ab+I1,ab+I2) = ((Q+Il)(b—|—ll), (a—}—IQ)(b—l—Ig)) = ((Z+Il,6l+[2)(b+[1,b+[2) = f(a)f(b)
A A

e f(1)=QQ+11,1+1I;), quees la unidad en 7 x 7

El nucleo:
f(a):O < (a+[1,a+12)=(0,0):(0—1—11,04—]2) < ac€l,aclya < acliNlis

La imagen, es todo 7, X 1, bues f es suprayectiva.

Dado (a + I1,b+ I3) € % X %, entonces ¢ = axg + bxy, x1,x2 los de mas atrés, entonces
f(e) = (axg + bxy + I1,ax0 + bxy + I2) = (axe + I1,bx1 + 1) = ((a+ 1) (xo + 1), (b+ L) (1 + I2)) =
(a‘l-fl,b-l-fg).



Entonces, por el primer teorema de isomorfia, tenemos que
A A " A
LNl L I

Pasemos al caso general, n > 2.

Notese que si demostramos que (I1y N...N I,—1) + I, = A ya lo tenemos, pues, por la hipotesis de
induccion
n=2 n—1
Lhn.nh,b1NI, = (Ilﬂ...ﬂln,l)ln = NL..I, 11,

y que
A

Infl

n—1

><A7
I,

A A an A

_ ~ X o X
Lhn.nl, (nMZln)nn — Nl

fenl [N

A
X —
Iy

Para ver lo que necesitemos, notese que Vi <n — 1, da; € I;, b; € I,,/1 = a; + b;, entonces,
multiplicando todas esas expresiones, obtenemos

n—1
1:111:H(al—|—bz):a1an,1—l—b
=1

donde b engloba a todos los sumandos que se obtendrian desarrollando los productos, excepto el que

hemos dejado fuera, y esta en I,, porque en cada sumando hay al menos un b;, de I,,. Como, ademas,
ap - ...-ap_1 €1 N..NI,_q1,entonces 1 € (IhN...NIL,—1)+ I, porloque (I1N...NI,—1)+ I, =A,
como queriamos ver.



2 Divisibilidad en Dominios

Caracterizacion de DFU
Lema 2.21

Si D es un DFU, entonces todo elemento irreducible de D es primo.
Demostracion

Sea p € D irreducible, y sean a,b € D tales que plab. jpla 6 p|b?

Si alguno de los dos es 0 es claro que si. Supongamos que ninguno es nulo.

Entonces ab = tp para algin t € D. Si
t=upy...pn

a = vq1...m

b=wry..rp
son factorizaciones en irreducibles, con u,v,w € D*, entonces

uppy...pn = (VW)q1 -G Tk

y por la unicidad de la factorizacion, p es asociado de algin ¢; y entonces p|a o de algtin r; y entonces
plb.

Proposicion 2.22

Para un dominio D, las condiciones siguientes son equivalentes:
1. D es un DFU
2. Todo elemento no nulo de D es producto de primos

3. D es un DF en el que todo irreducible es primo

Demostracion

'l = 2’ D DFU = todo elemento no nulo de D es producto de irreducibles™22* todo elemento

no nulo de D es producto de primos

’2 = 3’ En un dominio todo primo es irreducible (proposiciéon 2.13), por lo que si todo no nulo de
D es producto de primos entonces todo no nulo es producto de irreducibles y, por tanto, D es un DF..

Supongamos ahora que p es irreducible y sea p = ¢q1...qx con qi, ..., ¢ primos.

Como p es irreducible, entonces algin ¢; debe ser asociado de p, podemos suponer que es q;. Asi, p|q
y q1|p. Entonces, como ¢; es primo, también lo es p.

’3 = 1’ Por hipotesis, todo elemento no nulo de D se factoriza como un producto de primos. Solo
falta ver la unicidad de las factorizaciones.

Sean up1...pn = Vq1...¢m, con p;, q; irreducibles Vi, u,v € D*. Suponemos que n < m y razonamos
por induccién sobre n.



Si n =0, entonces m = 0, ya que los divisores de las unidades son unidades.

Supongamos n > 0 y la hipdtesis de induccién. Tenemos entonces que p,, es primo, por hipdtesis, por
lo que divide a algin ¢; y de hecho son asociados (porque p,, también es irreducible). Reordenando si
es necesario, podemos suponer i = m.

Es decir, 3w € D*/q,, = wp,. Entonces
up1.--pp—1 = (VW)q1---Gm—1
Por la hipétesis de induccién se tiene n —1 =m —1 = n = m y existe una biyeccion
7:{l,..,n—1} = {1,...,n—1}
tal que p; y gq(;) son asociados Vi =1,...,n — 1.
La extension de 7 a una permutacion o de N, tal que p; y ¢,(;) son asociados Vi es la evidente:
(i) {T(i) i<n
n i=n
Y asi, obtenemos que las factorizaciones iniciales son equivalentes.
DIP implica DFU

Proposiciéon 2.24
Si D esun DIP y 0 # a € D\ D*, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. a es irreducible
2. (a) es un ideal maximal
3. % €s un cuerpo
4. a es primo
5. (a) es un ideal primo
6. ﬁ es un dominio
Demostracion

'l <= 2’ Por la proposicion 2.15.(6)

e a irreducible si y solo si (a) es maximal entre los ideales principales propios no nulos de D

"=’ a irreducible si, y solo si, a = bc = b € A* 6 ¢ € Ax. Entonces, supongamos que
(a) C (b)) <= ac(b) < a=bc

Entonces, o bien (b) = A, o bien b es asociado de a, lo que implica a|b, y entonces b € (a), por
lo que (b) C (a), y asi (a) = (b). Es decir, si a es irreducible, no puede haber ningtn ideal
principal que contenga propiamente al ideal que genera.



(
(
cla = a€(c) = (a)C(c) = Ea):

'2 <= 3’ Por la proposicion 2.6.(1)

e [ es maximal si y solo si ? €s un cuerpo

% es un cuerpo si, y solo si, sus tnicos ideales son el 0 y el total.
I es maximal si, y solo si, no existe ningin ideal propio que lo contenga.

"= Por el teorema de la correspondencia, los ideales de ? son los ideales de A que contienen

a I, modulo I. Como el unico ideal de A que contiene a I es el total, entonces los ideales de ?
son el total y el 0 y es un cuerpo.

" <= " Si es un cuerpo, entonces los tnicos ideales son el 0 y el total. La biyeccion del teorema
de correspondencia nos da los ideales de A que contienen a I como 7~ 1(J), J ideal de ? Pero
7-1(0) =0, Wﬁl(%) = A. Por lo que I es maximal.

"4 <= 5’ Por la proposicion 2.15.(5)
e @ primo si y solo si (a) es un ideal primo no nulo de D
a primo <= (albc = alb b alc) <= (bc€ (a) = b€ (a) 6 c€ (a)) < (a) primo
'5 <= 6’ Por la proposicion 2.6.(2)
e ] es primo si y solo si 4 es un dominio

T

"= "Sean a + I, b+ I dos elementos no nulos de ?. Entonces a,b ¢ 1 e g ¢ I, por lo
que (a4 I)(b+1I)=ab+ I # 0. Por la proposicion 2.3.(3), 4

7 es un dominio.

T e—"8i % es un dominio, por la proposicion 2.3.(3), si (a+I),(b+1) € % no nulos, entonces
ab+ I # 0. Es decir, que si a,b ¢ I = ab ¢ I. Usando el contrarreciproco obtenemos
abel = a€ldébel. Porlo que I es primo.

'2 = 5’ Por la proposicion 2.6.(3)
e Si I es maximal entonces es primo

. 2.6.(1 .. 2.6.(2 .
I maximal <:(>) ? cuerpo —» ? dominio <:(>) I primo

4 = 1’ Por la proposicién 2.13
e En un dominio todo elemento primo es irreducible
Si a = be, entonces bla y cla. Como ala = albe “Z=" alb 6 alc.

— Si alb, entonces a, b son asociados

— Si ale, entonces a, ¢ son asociados

Por lo que a es irreducible.



Teorema 2.25

Todo DIP es un DFU.
Demostracion

Si demostramos que D es un DF, entonces, por la proposiciéon 2.24, al ser D un DIP, tenemos que
todo irreducible es primo. Entonces D es un DF con todo irreducible primo, por la proposicién
2.22.(3 = 1), tenemos el resultado.

Es decir, basta ver que D es DF.
Por reduccién al absurdo, supongamos que D no es DF.

Vamos a construir, por recurrencia, una sucesion aq, as, ... de elementos de D que no admiten
factorizacion y tales que (a;) C (az) C ... es una cadena estrictamente creciente de ideales de D.

Asi, sea a1 € D un elemento que no admite factorizaciéon en irreducibles, que existe pues suponemos
que D no es DF.

Supongamos, entonces, que hemos seleccionado ay, ..., a,, n > 1, satisfaciendo las condiciones
anteriores. Entonces a,, no es irreducible (pues en tal caso seria producto de irreducibles), luego
existen xz,y € D\ D*/a, = xy.

Como a, no es producto de irreducibles, al menos uno de los factores x,y no es producto de
irreducibles. Supongamos que es x.

Entonces, haciendo a,+1 = @, tenemos que an11la, = (ap) C (an+1) v la inclusion es estricta, pues
y € D\ D*, no es unidad.

Una vez construida la sucesion, tomamos
I = (a1, az,...) = Uien(a;)

Esta igualdad se debe a que (a;) C (a;11), luego (ai, ...,ax) = (ax) = UX_,(a;). Tomando limites la
tenemos.

Como D es DIP, 3z € D/I = (x). En particular, z € I, por tanto, existe un indice, i, tal que = € (a;)
(y de hecho pertenece a todos los posteriores también). Ademas, dado que

(a;) CI = (z) = a; € (z). O sea, que z y a; son asociados. Pero esto quiere decir que (a;) = (z), y
por lo tanto (a;) = (a;+1)# Esto es una contradiccion, ya que los hemos construido de forma que
estuvieran estrictamente contenidos. Por tanto, D debe ser un DF y, como explicamos al principio, es
un DFU.

DE implica DIP

Lema 2.28

Sea ¢ una funcién euclidea en D, sea I un ideal de D y 0# a € D, a € I. Entonces
I=(a) < d(a) <d(zx), Vx eI

Demostracion

"= T=(a) = Vzel, az Z& 5a) < i(x)

10



'<="Comoael = (a)CI.
Sea x € I, por DE2 se tiene que 3¢,7 € D/x = aq+ r y o bien r = 0 o bien d(r) < d(a).

Entonces r = x —aq € I, y entonces 6(a) < §(r). Por tanto, ha de ser r = 0. Es decir,
r=aq = x € (a). Asi, I C (a).

Y deducimos que (a) = 1.
Teorema 2.29

Todo dominio euclideo es DIP.
Demostraciéon

Sea D un DE, § un funcién euclidea en D y sea I <D. jExiste 0 # a € I tal que d(a) < d(x), Vo € I?

Sea a/d(a) = min{d(r)|r € I,r # 0}, nétese que esto es posible porque § esta acotada inferiormente
por 0 y toma valores discretos. Como a € I = (a) C I.

Ahora bien, si y € I, entonces 3q,r € D/y =qga+1r,conr =00 §(r) < d(a).

Entonces r =y — qz € I, por tanto, como a presenta el minimo de los §, ha de ser r = 0. Es decir,
y=qr = yE€ (z).

Asi, I C (a) y tenemos las dos inclusiones.

Propiedad universal del cuerpo de fracciones
Proposicion 2.34

Sean D un dominio, Q(D) su cuerpo de fracciones y u : D — Q(D) la aplicacion dada por u(a) = {.
Entonces:

1. Propiedad universal del cuerpo de fracciones: Para toda pareja (K, f) formada por un
cuerpo K y un homomorfismo inyectivo de anillos f: D — K, existe un tnico homomorfismo
de cuerpos f: Q(D) — K tal que fou = f. Se dice que f completa de modo tnico el diagrama

2. Si dos homomorfismos de cuerpos g, h : Q(D) — K coinciden sobre D entonces son iguales. Es
decir, si gou = h owu entonces g =h

3. Q(D) esta determinado salvo isomorfismos por la propiedad universal. Explicitamente:
supongamos que existen un cuerpo F'y un homomorfismo inyectivo de anillos v : D — F' tales
que, para todo cuerpo K y todo homomorfismo inyectivo de anillos f : D — K, existe un tnico
homomorfismo de cuerpos f : F — K tal que f ov = f. Entonces existe un isomorfismo
¢: F — Q(D) tal que ¢ ov = u.

11



Demostracion

1) Sea f como en el enunciado. Si f : Q(D) — K es un homomorfismo de cuerpos tal que fou = f,
entonces, V¢ € Q(D), se verifica

f <g> = [ (w(a)u(s)™") = (Fou) (a) (fou) (s)™" = fla)f(s)™"

S

Esto prueba que el tinico homomorfismo de cuerpos f que puede satisfacer f ou = f tiene que venir

dado por f (%) = f(a)f(s)~".
Solo falta comprobar que la aplicaciéon f asi dada esté bien definida y es un homomorfismo.

Si & = 2 entonces a1s2 = azsy, luego f(a1) f(s2) = fa2)f(s1) <= fla)f(s1) ™t = f(az)f(s2)~ L.
Luego f esta bien definida.

Veamos que es un homomorfismo:

s T(5+)- (“”;t?“) (ar52 + ans1) f(s150) ™" =
(f(a182)+f(a281))f( 1) f(s2) 7t = flan) f(s2) f(s1) 7 fs2) ™+ flaz) f(s1) f(s1) " fls2) ™ =
Flan)F(s0)™ 4 flan) ()7 = F (%) + 7 (22)

o 7(22) = flaa)f(s152) ™ = flan) flaz) fls1) fls2) ™t = T (2) T (2)
« T =T =FfM) =117 =101 =1
Y ya lo tenemos.

2) Siponemos f =gou=hou:D — K, los homomorfismos g, h completan el diagrama de 1) y por
la unicidad se tiene g = h.

3) Aplicando 1) a v del enunciado, encontramos un homomorfismo @ : Q(D) — F tal que Tou =0,y
aplicando la hipotesis de 3) sobre u, encontramos un homomorfismo @ : F' — Q(D) tal que wo v = u.
Entonces la composicion wo @ : Q(D) — Q(D) verifica (i o) ou =uov =u = Idgpyu. Por 2),
obtenemos que uov = Idg(p).

En particular @ es suprayectiva, y es inyectiva por ser homomorfismo de cuerpos (el nicleo es un ideal
)

y los tnicos ideales en un cuerpo son el 0 y el total, entonces el nicleo es 0 y es inyectiva), y entonces

¢ = es el isomorfismo buscado.

D" Q(D) D—tF
\ v X v
F Q(D)

12



3 Polinomios

Propiedad Universal de Anillo de Polinomios (PUAP)
Proposicién 3.3

Sean A un anillo, A[X] el anillo de polinomios con coeficientes en A en la indeterminada X y
u: A — A[X] el homomorfismo de inclusion.

1. PUAP Para todo homomorfismo de anillos f : A — By todo elemento b € B existe un tnico
homomorfismo de anillos f : A[X] — B tal que f(X) =0y fou= f. Para expresar la dltima
igualdad se dice que f completa de modo tnico el diagrama

A" A[X]

\
\Vf

B

2. Si dos homomorfismos de anillos g, h : A[X| — B coinciden sobre A y en X entonces son
iguales. Es decir, si gou =houy g(X) = h(X) entonces g = h.

3. A[X] y u estan determinados salvo isomorfimos por la PUAP.
Explicitamente: supongamos que existen un homomorfismo de anillos v : A — P y un elemento
T € P tales que, para todo homomorfismo de anillos f : A — B y todo elemento b € B, existe

un tinico homomorfismo de anillos f : P — B tal que fov = f y f(T) = b. Entonces existe un
isomorfismo ¢ : A[X]| — P tal que pou=vy ¢(X)=T.

Demostracion

1) Sean f: A — By b€ B como en el enunciado. Si existe un homomorfismo f : A[X] — B tal que
fou=fy f(X)=b, entonces, para un polinomio P = > n>0Pn X", se tendra

?(P):? Zu(pn)Xn :Zf(pn)bn

n>0 n>0

Por tanto, la aplicaciéon dada por f (P) = > n>0 f(Pn)b™ es la tinica que puede cumplir tales
condiciones.

JHomomorfismo?

?(P Q) = Toso f 0+ 6 V" = Sosg (f () 0" + 1 (an) 1) =
S0 f )V + Ty £ (a) 0" = F(P) + F(Q)

(PQ) = Zn>0f(2k 0 Pkn—r) bi: ano (> o f (PrGn-r)) 0" =
> ns0 (ko [ (Pk) f(@n-k)) 0" = F(P)f(Q)

e f()=f)"=1-1=1

|
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LX) =07
FX)=fO0)B +f()pl =0-1+1-b=0
.f ou = f? Es evidente, pues hemos construido f para que verifique esto.

2) Haciendo f =gou=hou: A — B, los homomorfismos g, h completan el diagrama de 1), por la
unicidad se tiene que g = h.

3) Tomemos v: A — Py T € P como en el enunciado. Fijémonos en estos diagramas:

A% A[X] AP
\ \Lﬁ x \Vﬂ
P A[X]

Aplicando 1) al primero, obtenemos v : A[X]| - P/vou=vyo(X)=T.
Aplicando las hipotesis de 3) al segundo, obtenemos @ : P — A[X|/uov=uy u(T) = X.
Entonces, la composicion, oo : A[X] — A[X] verifica

(Wov)ou=uov=u=Ildyxu Yy (@ow) (X) =u(T) = X = Ida;x1(X)
Luego, por 2) obtenemos que %o v = Id4[x.
Anélogamente se demuestra que vou = Idp.

Y asi, el isomorfismo buscado es ¢ = .

Relaciéon entre la multiplicidad de una raiz de un polinomio y sus derivadas
Proposicién 3.11

Un elemento a € A es una raiz miltiple de P € A[X] si y solo si P(a) = P'(a) =0

Demostraciéon

" <" Por el teorema de Ruffini, a es una raiz de P si y solo si P(a) = 0.

Si a es raiz simple se tiene P = (X — a)Q para Q € A[X] con Q(a) # 0, entonces

Pr=Q+ (X -a)Q

y entonces P'(a) = Q(a) +0-Q'(a) = Q(a) # 0.

"= Si a es raiz multiple, entonces P = (X — a)?Q para Q € A[X] con Q(a) # 0, entonces
P =2(X —a)Q+ (X —a)*Q

Y, asi, P'(a) = 0.
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Proposicion 3.12

Sea D un dominio de caracteristica 0, y sean P € D[ X] y a € D. Entonces la multiplicidad de a en P
es el menor m € Ny tal que P(™ (a) # 0.

Demostraciéon
Hagamos induccién en la multiplicidad m de a en P.
m = 0 Es evidente, si la multiplicidad es 0, entonces no es raiz, por lo que P(a) # 0

m > 1 Entonces a es raiz de P y por tanto P = (X — a)@Q para cierto @ € D[X]. Entonces, la
multiplicidad de a en Q es m — 1, y por hipotesis de induccion Q¥ (a) = 0 # Q™ V(a), Vi < m — 1.

Calculemos la derivada n-ésima de P, que es P(™ = nQ™"~1 4+ (X — a,)Q(t), por induccidn:
n=1P =Q+ (X —-a)Q'V
Entonces, obtenemos la hipétesis de induccion, P~ = (n — 1)Q"2) 4+ (X — a)Q(»~V

n>2 pM = (P<n—1>)' = (n—-1Q" D + QD) 4 (X —a)Q" = nQ" V) + (X —a)Q"v

Entonces
P(m_l) _ (m . 1)Q(m—2) + (X _ a)Q(m—l)
Luego
P V(a) = (m = 1)Q" ) (a) +0- Q" V(a) =0+0=0
y

P (a) =mQ" V() + (X - a)Q'™ (a) = mQ"" V(a) # 0

Y la multiplicidad es el menor natural m con la derivada m-ésima de P no nula.

D DFU implica D[X] DFU

Lema 3.15

Sia€e D DFUy f,g,h € D[X] verifican af = gh # 0, entonces existen g1, h; € D[X] tales que
f=agh,  gr(g)=gr(9),  gr(h)=gr(h)

Demostraciéon

Vamos a razonar por induccion en ¢(a).

Si ¢(a) = 0, podemos tomar g1 = a~'gy hy = h.

Si ¢(a) > 0, existen p,b € D tales que a = pb y p es primo (esto es porque en los DFU los irreducibles
son primos).

Entonces plaf = gh en D[X] y, por el Lema 3.14 (si D es DFU, p primo en D sii p primo en D[X]),
entonces plg 6 p|h.

Podemos asumir que p|g en D[X], es decir, 3g/g =gp v gr(g) = gr(9).

Tenemos, entonces, que
pbf =af = gh = pgh

Cancelando p, tenemos que bf = gh, pero ahora ¢(b) = p(a) — 1 < p(a), y la hipotesis de induccion
nos dice que existen g1, h1 € D[X] tales que f = g1h1, con gr(g1) = gr(g) = gr(g) y gr(h1) = gr(h).
Y ya tenemos el resultado.
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Lema 3.16
Si f € DIX]\ D es irreducible en D[X] siendo D DFU, entonces es irreducible (y primo) en K[X].

Demostracién
Supongamos que f no es irreducible en K[X].

Por la proposicion 3.13 (f irred en Q[X], @ cuerpo si y solo si es primo si y solo si gr(f) >0y f no
es producto de dos polinomios de grado menor), entonces, como no es irreducible, deben existir
G, H € K[X] tales que

f=GH, gr(G) > 0, gr(H) >0

Si0# b e D es un multiplo comtn de los denoinadores de los coeficientes de GG, entonces
g = bG € D[X], y andlogamente existe 0 # ¢ € D tal que h = cH € D[X].

Aplicando el lema anterior a la igualdad
(be) f = gh

obtenemos g1, h1 € D[X] tales que
f=gh,  gr(g) =gr(g) =gr(G) >0,  gr(h)=gr(h) =gr(H) >0
por lo que f no es irreducible en D[X]. Por tanto, el resultado queda demostrado por

contrarreciproco.

Teorema 3.17

D es DFU si y solo si lo es D[X]
Demostracién
' <" El corolario 3.2 nos dice que D[X] dominio sii D dominio y en este caso D[X|* = D*.

Entonces D es un dominio y cada 0 # a € D \ D* es producto de irreducibles de D[X], que tendran
grado 0 pues lo tiene a. Por el lema 3.14 (p irred en D sii p irred en D[X]), tenemos que esa misma
factorizacion de D[X] es una factorizacion en D por irreducibles. Como D[X] es DFU, entonces los
irreducibles son primos. Y el mismo lema 3.14 nos dice que los primos de D[X] son los primos de D,
por lo que, usando la caracterizaciéon de DFU, tenemos que, como D es DF y los irreducibles son
primos, entonces D es DFU.

"=’ Vamos a empezar viendo que cada a = ag + ... + a, X" € D[X], no invertible y con a,, # 0, es
producto de irreducibles. Lo haremos por induccion en n + ¢(ay,).

Obsérvese que a es invertible si, y solo si, a € D*, si, y solo si, n + p(a,) = 0.

n+oplap) =1

e n=1¢(a,) =0,y en este caso gr(f) = 1y ay es invertible. Si no fuera producto de
irreducibles, entonces debe poder escribirse como a = gh, con g, h € D[X]\ D[X]* y alguno de
ellos no es producto de irreducibles. Uno debe ser de grado 0 y otro de grado 1, supongamos
gr(g) = 1,gr(h) = 0. Entonces

ap+ a1 X = (b() + le)Co = bocy + bico X
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De donde ag = bocp v a1 = bicp. Como a1 € D* = bicyg € D* = ¢p € D* = D[ X]*. Luego
d es invertible. # Esto contradice que a no sea producto de irreducibles.

e n=0,¢(a,) =1 Entonces estamos en D y como D es DFU, entonces a es producto de
irreducibles.

n + ¢(ay) > 1 Supongamos que a no es irreducible. Entonces existen
b="by+ ... + by X" (b, #0) y C:C()-f-...—i-Cka (cr #0)
en D[X]\ D[X]*, con a = bc.

Entonces
0<m+e@y), 0<k+e(ck) v nt+ela,) =m+k+ o(bn)+ @(ck)

En consecuencia, podemos aplicar la hip6tesis de induccién a b y ¢ y pegando las factorizaciones
obtenemos una factorizaciéon de a.

Asi, sabemos que D[X] es DF, si demostramos que en D[X] todo irreducible es primo, entonces
podremos asegurar, por la caracterizacion de DFU, que D[X] es DFU.

Vamos a ver que todo f irreducible en D[X] es primo en D[X]. El lema 3.14 nos dice que si D es
DFU, entonces p irred en D sii p primo en D sii p primo en D[X]. Por tanto, podemos suponer que
gr(f) > 1, pues el otro caso ya lo tenemos.

Sean entonces g, h € D[X] tales que f|gh en D[X] ;f|g 6 f|h?

Se tiene que f|gh en K[X] y por el lema 3.16 f es primo en K[X] y entonces f|g 6 f|h en K[X].
Podemos suponer que divide a g. O sea, 3G € K[X] tal que g = fG, si demostramos que G € D[X]
habremos acabado.

Para esto, sea a € D/aG € D[X] y ¢(a) minimo.

Basta ver que ¢(a) = 0. Supongamos que no es asi, es decir, p(a) > 0y sean p,b € D con a = pb con
p primo. Entonces, en D[X] se tiene que plag = faG. Como p es primo en D[X]| (Lema 3.14) y p{ f
(porque f es irreducible y gr(f) > 1), entonces ha de ser plaG en D[X].

Si g1 € D[X] verifica aG = pgientonces bG = g1 € D[X], y ¢(b) < ¢(a) # esto contradice la
minimalidad de ¢(a). Por tanto, ha de ser ¢(a) = 0. Esto implica que G € D[X] y que f|g en D[X],
como queriamos ver. Asi, f es primo en D[X].

Por tanto, D[X] es un DF en el que todo irreducible es primo, esto quiere decir (caracterizacion de
DFU) que D[X] es DFU.

Caracterizacion de los irreducibles del anillo de polinomios de un DFU
Lema 3.14

Sea D un dominio y sea p € D

1. p irreducible en D si y solo si lo es en D[X]

2. p primo en D[X] entonces p primo en D
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3. Si D es DFU, entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) pirred en D
(b) pirred en D[X]
(¢) p primo en D

)

p
(d) p primo en D[X]
Demostracion
1) ' <=’ Obvio

" =’ Si no fuese irreducible en D[X], deberia ser producto de dos polinomios no invertibles con
grado menor. Pero su grado es 0, luego estos polinomios deberian tener grado 0, por lo que p serfa no
irreducible en D+#

2) Si plab en D, entonces plab en D[X], como es primo aqui, entonces pla o p|b en D[X], pero, como
todos tienen grado 0, esto quiere decir que pla o p|b en D.

3) (a) <= (b) por 1)
(a) <= (c) Cierto, pues D es DFU, por el lema 2.21
(d) = (b) Cierto, porque primo en un dominio implica irreducible
Demostrando (¢) = (d) lo tenemos.
Sea p primo en D y sean
a=ag+..+a, X" b="by+..+b,X"

polinomios de D[X] tales que pta,ptby veamos que p t ab.
Como p no divide a a, existe un menor indice i tal que p { a; y un menor indice j tal que p{ b;.
El coeficiente de grado ¢ + j de ab es

Citj = aobiyj + ... +a;j—1bj1 + a;bj + a;jy1bj_1 + ... + a;q5bo

Entonces p divide a todos los sumandos excepto al a;b;, porque los de la izquierda tienen un indice en
la a menor que 7 y los de la derecha en la b menor que j. Asi, p{c;yj = pfab.

Por tanto, p es primo en D[X].

Lema 3.19. Lema de Gauss

Si f,g9 € K[X], entonces ¢(fg) = c¢(f)c(g). En particular, fg es primitivo si y solo si f y ¢ son
primitivos.

Demostracion

Tenemos f =c(f)f1 vy g =c(g)g1 con fi,g1 primitivos.
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Por tanto

fg=c(f)e(g) fig

Luego, para ver la igualdad basta ver que f1g; es primitivo.

Si no fuera primitivo, entonces ¢(f1g1) tendria un divisor irreducible p en D. Esto implica que p|f1g;.

Por el lema 3.14, p es primo en D b DLy p primo en D[X] y por lo tanto p|fi o p|g1, entonces p|c(f1)
o ple(g1)# esto contradice que ¢(f1) = c(g1) = 1.

Asi, figies primitivo y el resultado queda demostrado.

Proposicion 3.20

Para un polinomio primitivo f € D[X]\ D, las siguientes condiciones son equivalentes:

—

. f irreducible en D[X]

[\)

. [ irreducible en K[X]

w

. f=GH,con G,H € K[X]| = ¢gr(G)=06gr(H)=0
4. f=gh,con g,h € DIX] = gr(g)=06gr(h)=0

Demostraciéon

1 = 2 Por el lema 3.16

2 <= 3 Por la proposicion 3.13, que dice que f irreducible en K[X] sii gr(f) > 0 y no puede
escribirse como producto de polinomios de grado menor

3 = 48ig,he DX] = ¢g,he K[ X] = gr(g)=06gr(h)=0
4 = 1 Como f es primitivo, sus tnicos divisores de grado 0 son unidades, por lo que no tiene
divisores de grado 0, ni los tiene de grado mayor por la hipotesis 4. Por tanto, f es irreducible en

D[X]

Corolario 3.21

Si D es un DFU y K es su cuerpo de fracciones, entonces los irreducibles de D[X] son los irreducibles
de D y los polinomios primitivos de D[X]\ D que son irreducibles en K[X].

Demostracién
Por el lema 3.14 sabemos que los irreducibles de D son irreducibles en D[X].

Si tenemos un polinomio f € D[X]\ D que no es primitivo, entonces no es irreducible, pues es
divisible por un elemento de D y claramente no son asociados.

Si es primitivo, entonces es irreducible si y solo si lo es en K[X], por el teorema 3.20.
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