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4 Grupos

Clases laterales y teorema de Lagrange

Clases laterales

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Se define la siguiente relación binaria en G:

a ≡i b mod H ⇐⇒ a−1b ∈ H

Esto es una relación de equivalencia:

• Reflexiva: a−1a ∈ H =⇒ a ≡i a mod H

• Simétrica: a ≡i b mod H ⇐⇒ a−1b ∈ H =⇒
(
a−1b

)−1
= b−1a ∈ H ⇐⇒ b ≡i a mod H

• Transitiva:

{
a ≡i b mod H ⇐⇒ a−1b ∈ H
b ≡i c mod H ⇐⇒ b−1c ∈ H

=⇒
(
a−1b

) (
b−1c

)
= a−1c ∈ H =⇒ a ≡i c

mod H

Y define una partición de G en clases de equivalencia. La clase de equivalencia que contiene a a se
denomina clase lateral de a módulo H por la izquierda y es

aH = {ah : h ∈ H}

para ver esto:

’⊂’ Sea b ∈ aH, entonces a ≡i b mod H, entonces b ≡i a mod H, lo que quiere decir que
b−1a = h ∈ H. O sea, que b−1 = ha−1 =⇒ b = ah−1, con h−1 ∈ H, pues h ∈ H.

’⊃’ Si b ∈ {ah : h ∈ H}, entonces b = ag, con g ∈ H. Y se tiene que a−1b = a−1ag = g ∈ H

Análogamente, se puede definir otra relación de equivalencia

a ≡d b mod H ⇐⇒ ab−1 ∈ H

Donde la clase de equivalencia que contiene a a se denomina clase lateral de a módulo H por la
derecha y es

Ha = {ha : h ∈ H}

El conjunto de las clases laterales por la izquierda de G módulo H se denota G/H y el de las clases
laterales por la derecha H\G. Por el lema 4.2 se tiene que las aplicaciones

H → aH
h 7→ ah

H → Ha
h 7→ ha
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son biyectivas, con los que todas las clases laterales tienen el mismo cardinal. Además, la aplicacion

G/H → H\G
aH 7→ Ha−1

es otra biyección, con lo que también G/H y H\G tienen el mismo cardinal.

En el caso de los grupos el cardinal se denomina orden de G.

Para un subgrupo H de G, hemos visto que se verifica:

|aH| = |Ha| = |H| y |G/H| = |H\G|

El cardinal de G/H y H\G se llama índice de H en G y se denota [G : H].

Teorema de Lagrange (4.17)

Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G entonces |G| = |H| |G : H|.

Demostración

Si G tiene |G| elementos, y G/H tiene |G/H| = [G : H] clases de equivalencia, cada una con |H|
elementos, entonces, se tiene que

|H| = |G|
[G : H]

=⇒ |G| = |H| [G : H]

Teorema de la Correspondencia para grupos

Sea N un subgrupo normal de un grupo G. La asignación H 7→ H/N establece una biyección entre el
conjunto de los subgrupos de G que contienen a N y el conjunto de los subgrupos de G/N .

Además, esta biyección conserva las inclusiones y la normalidad. Es decir, dados dos subgrupos H y
K de G que contienen a N , se tiene:

1. H ⊂ K ⇐⇒ (H/N) ⊂ (K/N)

2. H E G ⇐⇒ (H/N) E (G/N)

Demostración

• Sobreyectividad

H/N subgrupo

Como H subgrupo de G, entonces 1 ∈ H =⇒ 1N ∈ H/N

Dados x, y ∈ H, tenemos que (xN)(yN) = (xy)N ∈ H/N, pues xy ∈ H

Dado x ∈ H, entonces x−1 ∈ H =⇒ x−1N ∈ H/N . Y se tiene que
xNx−1N = xx−1N = 1 = x−1xN = x−1NxN . Así, vemos que H/N es subgrupo de G/N .
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Sea ahora K subgrupo de G/N y sea J = {a ∈ G/aN ∈ K}, y definimos

G
f→ G/N

g→ (G/N) /K
a 7→ aN

b 7→ bK

Y sea h = g ◦ f . Calculemos su núcleo:

a ∈ Kerh ⇐⇒ f(a)K = g(f(a)) = 1NK ⇐⇒ f (a) = aN ∈ K ⇐⇒ a ∈ J

Es decir, Kerh = J
lema 4.14.7

=⇒ J subgrupo de G.

Además, si a ∈ N =⇒ aN = 1N ∈ K =⇒ a ∈ J . Es decir, N ⊂ J .

¿J/N = K?

’⊆’ x ∈ J/N =⇒ x = aN, a ∈ J =⇒ x = aN ∈ K (por la definición de J)

’⊇’ x ∈ K ⊂ G/N =⇒ x = aN ∈ K, a ∈ G =⇒ a ∈ J =⇒ x = aN ∈ J/N

Recapitulando: dado un subgrupo de G/N , podemos escribir este como J/N , donde
I ⊂ J y este es subgrupo de A, por lo que nuestra aplicación es suprayectiva.

• Inyectividad

Sean J1, J2 subgrupos de A que contienen a N tales que J1/N ⊆ J2/N . Entonces

x ∈ J1 =⇒ xN ∈ J1/N ⊂ J2/N =⇒ xN = yN, y ∈ J2 =⇒

=⇒ y−1x ∈ N ⊂ J2 =⇒ x = yy−1x ∈ J2 =⇒ J1 ⊆ J2

Por tanto, si J1/N = J2/N =⇒

{
J1/N ⊆ J2/N =⇒ J1 ⊆ J2
J2/N ⊆ J1/N =⇒ J2 ⊆ J1

=⇒ J1 = J2

Y la aplicación es inyectiva.

Es decir, que la aplicación del enunciado es biyectiva. Pero esto quiere demuestra también la igualdad
de los dos conjuntos de subrupos.

Solo resta ver que conserva la normalidad.

’ =⇒ ’ Supongamos que H E G, sean x ∈ H/N, y ∈ G/N , entonces x = hN, h ∈ H e
y = gN, g ∈ G. Y se tiene que

y−1xy = (gN)−1 (hN) (gN) = g−1hgN

como H es normal en G, entonces g−1hg ∈ H y tenemos que y−1xy ∈ H/N , por lo que H/N es
normal en G/N .

’⇐= ’ Supongamos que H/N E G/N , sean h ∈ H y g ∈ G, entonces hN ∈ H/N y gN ∈ G/N,
entonces

(gN)−1 (hN) (gN) = g−1hgN ∈ H/N
esto quiere decir que ∃k ∈ H/g−1hgN = kN ⇐⇒ g−1hgk−1 ∈ N ⊂ H. Entonces
g−1hgk−1k = g−1hg ∈ H, y H es normal en G.
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Teoremas de Isomorfía para grupos

1. Si f : G → H es un homomorfismo de grupos entonces existe un único isomorfismo de grupos
f : G/Kerf → f que hace conmutativo el diagrama

G

p

��

f // H

G/Kerf
f // Imf

i

OO

es decir, i ◦ f ◦ p = f , donde i es la inclusión y p es la proyección canónica. En particular

G/Kerf ' Imf

2. Sean N,H subgrupos normales de un grupo G con N ⊂ H. Entonces H/N es un subgrupo
normal de G/N y se tiene

G/N

H/N
' G/H

3. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces HN es un
subgrupo de G que contiene a H, H ∩N es un subgrupo normal de H y se tiene

H

N ∩H
' HN

N

Demostración

1. Veamos que, en caso de existir, debe ser único

i◦f◦p = f ⇐⇒ i◦f◦p (x) = f (x) , ∀x ⇐⇒ i
(
f (p (x))

)
= f (x) ⇐⇒ i

(
f (xKerf)

)
= f (x) ⇐⇒ f (xKerf) = f (x)

es decir, que la única forma que puede tener este isomorfismo es f (xKerf) = f (x). Veamos
que, de hecho, es un isomorfismo:

• Bien definido: sean x, y ∈ G tales que xKerf = yKerf , veamos que tienen la misma
imagen

xKerf = yKerf ⇐⇒ xy−1 ∈ Kerf =⇒ f (x) f (y)−1 = f (x) f
(
y−1
)
= f

(
xy−1

)
= 1 =⇒

=⇒ f (xKerf) = f (x) = f (y) = f (yKerf)

• Homomorfismo: sean xKerf, yKerf ∈ G/Kerf , entonces

f (xyKerf) = f (xy) = f (x) f (y) = f (x) f (y)

• Sobreyectiva: sea y ∈ Imf , entonces ∃x ∈ G/f (x) = y =⇒ f (xKerf) = f (x) = y

• Inyectiva: si f (xKerf) = f (yKerf) =⇒ f (x) = f (y) =⇒ f (x) f (y)−1 = 1 =⇒
f
(
xy−1

)
= 1 =⇒ xy−1 ∈ Kerf =⇒ xKerf = yKerf

Y tenemos el resultado.
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2. Que H/N es un subgrupo normal de G/N es consecuencia inmediata del teorema de la
correspondencia.

Para ver el isomorfismo, consideramos

f : G/N → G/H
gN 7→ gH

que es un homomorfismo:

f (xyN) = xyH = xHyH = f (xN) f (yN)

Es sobreyectiva: sea yH ∈ G/H, entonces y ∈ G y yN ∈ G/N , entonces f (yN) = yH.

Por último, calculamos el núcleo

xN ∈ Kerf ⇐⇒ xH = f (xN) = 1H = H ⇐⇒ x ∈ H

es decir, que el núcleo es Kerf = H/N . Entonces, por el 1er teorema de isomorfía, tenemos que

G/N

H/N
' G/H

3. Veamos que HN es un subgrupo de G.

• Como 1 ∈ H, 1 ∈ N =⇒ 1 = 1 · 1 ∈ HN
• Dado x, y ∈ HN , entonces x = h1n1, y = h2n2 y se tiene que

xy = h1n1h2n2 = h1h2h
−1
2 n1h2n2

y se tiene que h1h2 ∈ H, por ser N normal se tiene que h−12 n1h2 ∈ N y así xy ∈ HN
• Además, x−1 = n−11 h−11 = h−11 h1n

−1
1 h−11 ∈ HN , puesto que h−11 ∈ H y h1n−11 h−11 ∈ N

Ahora vamos a ver que H ∩N es normal en H. Para ello, tomamos h ∈ H, x ∈ H ∩N , y
tenemos que h.1xh ∈ H por ser producto de elementos de H y h−1xh ∈ N porque N es normal.
Por tanto, h−1xh ∈ H ∩N y tenemos que es normal en H.

Por último, queda ver la isomorfía. Para ello, hacemos

f : H → HN → HN/N
h 7→ h 7→ hN

Veamos que f es suprayectiva: dado x ∈ HN/N =⇒ x = (hn)N = hN = f (h).

Y calculemos el núcleo:

Kerf = {h ∈ H : hN = 1 = N} = H ∩N

Así, por el primer teorema de isomorfía, tenemos que

H

H ∩N
' HN

N
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Teorema chino de los restos para grupos

Si G yH son dos subgrupos cíclicos de órdenes n ym, entonces G×H es cíclico si y solo simcd (n,m) =
1. Más generalmente, si g, h son dos elementos de un grupo G de órdenes coprimos n y m y gh = hg ,
entonces 〈g, h〉 = 〈gh〉 es cíclico de orden nm.

Demostración

Por la proposición 4.22, tenemos que G ' (Zn,+) , H ' (Zm,+).

’⇐= ’ Si mcd (n,m) = 1, entonces, por el teorema chino de los restos para anillos, Zn×Zm y Z/nmZ
son isomorfos como anillos. En particular son isomorfos sus grupos aditivos. Es decir,
G×H ' (Zn,+)× (Zm,+) ' (Z/nmZ,+), que es cíclico.

’ =⇒ ’ Si n y m no son coprimos y d = mcd (n,m), entonces G tiene un subgrupo G1 de orden d y H
tiene otro subgrupo H1 de orden d. Entonces G1 × 1 y 1×H1 son dos subgrupos distintos de G×H
del mismo orden, en contra de la proposición 4.22, por lo que G×H no puede ser cíclico y el
resultado queda demostrado por contrarrecíproco.

Supongamos ahora que g, h ∈ G tienen órdenes coprimos n y m y que gh = hg. Entonces la aplicación

f : Zn × Zm → G
(i, j) 7→ gihj

es un homomorfismo de anillos cuya imagen es 〈g, h〉, puesto que gh = hg.

Kerf =
{
(a, b) : gahb = 1

}
Entonces ga = h−b ∈ 〈g〉 ∩ 〈h〉, que es un subgrupo tanto de 〈g〉 como de 〈h〉. Como el primero tiene
orden n y el segundo tiene orden m, entonces, por el teorema de Lagrange, el orden de 〈g〉 ∩ 〈h〉
divide a n y a m. Como son coprimos, el orden debe ser 1.

Entonces los elementos de Kerf son tales que ga = 1 = hb.

Si ga = 1 =⇒ n|a =⇒ a ≡ 0 mod n y de igual forma m|b y b ≡ 0 mod m. Pero, esto quiere decir
que Kerf = {(0, 0)}. Por tanto, la aplicación es inyectiva y se tiene, por el primer teorema de
isomorfía, que

Zn × Zm ' 〈g, h〉

y así, 〈g, h〉 es cíclico de orden nm. Falta ver que es generado por gh.

Es claro que 〈gh〉 es un subgrupo de 〈g, h〉, si demostramos que tienen el mismo orden, nm,
tendremos la igualdad. Calculemos el orden de gh:

1 = (gh)k = gkhk =⇒ gk = h−k ∈ 〈g〉 ∩ 〈h〉 = {1}

como antes. De esta forma, se tiene que n = |g| |k y m = |h| |k, luego el orden, que es el menor k que
verifica esto, es el mcm. Como n y m son coprimos, entonces k = nm.
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Propiedades y aplicaciones de las acciones de grupos en conjuntos

Proposición 4.26

Sea G un grupo actuando en un conjunto X y sean x ∈ X y g ∈ G. Entonces:

1. EstabG (x) es un subgrupo de G

2. [G : EstabG (x)] = |G · x|. En particular, si G es finito, entonces el número de elementos de cada
órbita es un divisor del orden de G.

3. Si se trata de una acción por la izquierda entonces EstabG (g · x) = EstabG (x)g
−1

. Sin embargo,
si se trata de una acción por la derecha entonces EstabG (x · g) = EstabG (x)g. En particular, si
x, g ∈ G y H es un subgrupo de G entonces

CG (xg) = CG (x)g y NG (Hg) = NG (H)g

4. Ecuación de Órbitas: si R es un subconjunto de representantes de las órbitas de la acción de
G en X, es decir, R contiene exactamente un elemento de cada órbita, entonces

|X| =
∑
r∈R
|G · r| =

∑
r∈R

[G : EstabG (r)]

Demostración

1. EstabG (x) = {g ∈ G : gx = x}

• 1 ∈ EstabG (x) : como 1a = a, ∀a ∈ G =⇒ 1 ∈ EstabG (x)

• Dados a, b ∈ EstabG (x) =⇒ abx = a (bx) = ax = x =⇒ ab ∈ EstabG (x)

• Dado a ∈ EstabG (x) =⇒ ax = x =⇒ x = a−1x =⇒ a−1 ∈ EstabG (x)

Y EstabG (x) es un subgrupo de G.

2. Sea H = EstabG (x), entonces la aplicación

h : G/H → G · x
gH 7→ gx

es biyectiva.

• Inyectividad, sean aH, bH tales que ax = bx =⇒ x = a−1bx =⇒ a−1b ∈ H =⇒ a.1bH =
H =⇒ bH = aH

• Sobreyectividad, sea yx ∈ G · x =⇒ y ∈ G =⇒ yH ∈ G/H =⇒ h (yH) = yx

3.

EstabG (gx) = {a ∈ G : agx = gx} =
{
a ∈ G : g−1agx = x

}
=
{
a ∈ G : g−1ag ∈ EstabG {x}

}
=

=
{
a ∈ G : a ∈ gEstabG {x} g−1

}
= EstabG {x}g

−1

Para verlo por la derecha es exactamente igual.

CG (xg) = EstabG (xg) = EstabG (xg) = EstabG (x)g = CG (x)g

NG (Hg) = EstabG (Hg) = EstabG (Hg) = EstabG (H)g = NG (H)g

4. Como las órbitas forman una partición deX entonces el cardinal deX es la suma de los cardinales
de las órbitas. La segunda igualdad es obvia habiendo demostrado 2.
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Corolario 4.27

Sea G un grupo y a ∈ G.

1.
∣∣aG∣∣ = [G : CG (a)]. En particular, aG tiene un único elemento si y solo si a es un elemento del
centro Z (G).

2. Ecuación de Clases: si G es finito y X es un subconjunto de G que contiene exactamente un
elemento de cada clase de conjugación con al menos dos elementos, entonces

|G| = |Z (G)|+
∑
x∈X

[G : CG (x)]

Demostración

1. CG (a) = EstabG (a) con la acción de conjugación. Entonces, usando 2. de la proposición
anterior, [G : CG (a)] = |G · a| =

∣∣aG∣∣
2. Es evidente por 3. de la proposición anterior.

Proposición 4.28

Si G es un p-grupo no trivial para p un primo entonces Z (G) 6= 1.

Demostración

Por el corolario anterior tenemos que

|G| = |Z (G)|+
∑
x∈X

[G : CG (x)]

entonces |G| y [G : CG (x)] son potencia de p,∀x ∈ X, por lo que |Z (G)| es múltiplo de p y, por
tanto, debe tener más elementos además del 1.

Teorema 4.29

Si G es un p−grupo finito entonces G tiene una cadena de subgrupos normales 1 = G0 ⊂ G1 ⊂ ... ⊂
Gn = G tales que [Gi : Gi−1] = p para todo i = 1, ..., n.

Demostración

Razonamos por inducción sobre el orden de G.

El caso de orden 1 es obvio.

Supongamos que G 6= 1 y que el teorema se verifica para grupos de orden menor.

Por la proposición anterior, existe g ∈ Z (G) con g 6= 1. Sea N = 〈g〉. Entonces N es normal en G ya
que N está dentro del centro de G.

Si G = N , entonces G es cíclico y por la proposición 4.22, deducimos que si |G| = pn entonces
∀i = 0, 1, ..., n, G tiene un único subgrupo Gi de orden pi y que Gi−1 ⊂ Gi, con lo que se cumple el
enunciado.
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En caso contrario, tanto N como G/N son p−grupos de orden estrictamente menor que G con lo que
por la hipótesis de inducción existe una cadena

G0 = 1 ⊂ G1 ⊂ ... ⊂ Gk = N

de subgrupos normales de N y una cadena

Hk = 1 ⊂ Hk+1 ⊂ ... ⊂ Hn = G/N

de subgrupos normales de G/N tales que [Gi : Gi−1] = p, ∀i = 1, ..., k y
[Hj : Hj−1] = p, ∀j = k + 1, ..., n.

Por el teorema de la correspondencia, cada Hj = Gj/N para algún subgrupo normal Gj de G que
verifica los contenidos y, por el 2º trm de isomorfía se tiene que si k < j ≤ n entonces
Hj/Hj−1 =

Gj/N
Gj−1/N

' Gj/Gj−1, por lo que [Gj : Gj−1] = [Hj : Hj−1] = p.

Teorema de Cauchy (4.30)

Si G es un grupo finito cuyo orden es múltiplo de un primo p, entonces G tiene un elemento de orden
p.

Demostración

Sea X = {(g1, g2, ..., gp) ∈ Gp : g1g2 · ... · gp = 1}. La aplicación

Gp−1 → X

(g1, ..., gp−1) 7→
(
g1, ..., gp−1, (g1 · ... · gp−1)−1

)
es una biyección, luego |X| = |G|p−1.

• Inyectividad: se tiene por la unicidad del inverso.

• Sobreyectividad: dado a = (a1, ..., ap) ∈ X =⇒ a1...ap = 1 =⇒ ap = (a1...ap−1)
−1 =⇒ a =(

a1, ..., ap−1, (a1...ap−1)
−1
)
= f (a1, ..., ap−1)

Consideremos la acción de Sp en Gp del ejemplo 4.25.(5):

σ · (g1, ..., gp) =
(
gσ(1), ..., gσ(p)

)
Consideremos la permutación σ ∈ Sp dada por

σ (i) =

{
i+ 1, i 6= p

1, i = p

Si (x1, ..., xp) ∈ X entonces
xpx1...xp−1 = xp (x1...xp)x

−1
p = 1

Lo que demuestra que si x ∈ X =⇒ σx ∈ X. Esto quiere decir que la acción de Sp en Gp define una
acción de 〈σ〉 en X.

Analicemos las órbitas de la acción de 〈σ〉 en X.

Como |σ| = p, de la proposición 4.26.2 se deduce que cada órbita tiene cardinal 1 ó p.
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Sea n el número de órbitas con un elemento y m el número de óritas con p elementos. Como las
órbitas forman una partición de X se tiene que

|G|p−1 = |X| = n+ pm

Como p| |G|, se deduce que p|n.

Como la órbita de (1, ..., 1) tiene exactamente un elemento se tiene que n ≥ 1 y como n es múltiplo
de p necesariamente n ≥ 2.

Entonces existe x = (g1, ..., gp) ∈ X \ {(1, ..., 1)} tal que |G · x| = 1.

Por tanto
(g1, ..., gp) = σx = (gp, g1, ..., gp−1)

Esto implica que todos los gi son iguales a un elemento 1 6= g ∈ G.

Como x ∈ X se tiene que gp = g1 · ... · gp = 1 y, ya que g 6= 1, g tiene orden p.

5 Grupos Abelianos Finitos

Clasificación de grupos abelianos finitos indescomponibles

Proposición 5.10

Sea A un grupo abeliano finito y sean p1, ..., pk los divisores primos de |A|. Entonces

A = tp1 (A) � ...� tpk (A)

con cada tpi (A) 6= 0

Demostración

Sea a ∈ A y sea |a| = n = pa11 · ... · p
ak
k la única descomposición de n en factores primos (recordemos

de Z es un DFU).

Para cada i = 1, ..., k sea qi = n
p
ai
i

. Ningún primo divide a la vez a todos los qi, por lo que
mcd (q1, ..., qk) = 1 y esto quiere decir que existen m1, ...,mk ∈ Z tales que m1q1 + ...+mkqk = 1.
Como na = paii qia = 0, entonces qia ∈ tpi (A), y entonces

a = m1q1a+ ...+mkqka ∈ tp1 (A) + ...+ tpk (A)

Y, por tanto, A = tp1 (A) + ...+ tpk (A).

Para ver que la suma es directa, supongamos que a1 + ...+ ak = 0, ai ∈ tpi (A). Entonces, para cada
i = 1, ..., k, existe bi tal que pbii ai = 0. Sea m = pb11 ...p

bk
k . Para cada i, ponemos ti = m

p
bi
i

, de modo que

tiaj =
m

p
bi
i

aj = 0 siempre que i 6= j, pues el factor pbjj multiplica a aj . Entonces

t1a1 + ...+ tkak = 0 =⇒ tiai = −ti
∑
j 6=i

aj = 0

entonces |ai| divide a ti y a pbii , que son coprimos por cómo hemos definido ti, por lo que |ai| = 1 y se
tiene que ai = 0. Así, la familia es independiente.

Queda ver que los tpi (A) 6= 0. Ya hemos visto que A = tp1 (A) � ...� tpk (A), de donde se deduce que
|A| = |tp1 (A)| ... |tpk (A)|. Como el orden de cada tpi (A) es una potencia de pi, por el lema 5.9 y cada
pi| |A|, entonces este orden es mayor que 1 y tenemos el resultado.
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Lema 5.13

Sean A un p− grupo finito. Entonces:

1. Existe a ∈ A tal que |a| = Exp (A)

2. Si B = 〈a〉, siendo a el de 1., entonces todo elemento del cociente A/B tiene un representante
con el mismo orden. Es decir, para todo y ∈ A/B existe x ∈ A tal que x+B = y y |x| = |y|.

Demostración

1.
∀x ∈ A, xExp(A) = 1 =⇒ |x| |Exp (A) , ∀x ∈ A

Claramente, el mcm de los órdenes verifica esto, y ningún otro orden que lo verifique puede ser
menor que el mcm. Entonces Exp (A) = mcm {|x| : x ∈ A}, tomando

a =
∏
x∈X

x

tenemos el a buscado.

2. Para el segundo apartado, comenzamos eligiendo un representante cualquiera de y y veremos que
podemos sustituirlo por otro con la propiedad requerida.

Sea entonces z ∈ A tal que z+B = y. Supongamos que |a| = Exp (A) = pm, |z| = ps y |y| = pk.

Nótese que si G es un grupo abeliano y S es un subgrupo. Si ng = 0, n ∈ N, g ∈ G, entonces, en
G/S se tiene n (g + S) = 0. Esto implica que el orden de g + S divide al orden de g.

Retomando lo anterior, esto quiere decir que k ≤ s ≤ m.

Si k = s, tomamos x = z y hemos terminado.

Supongamos entonces que k < s. Como pk (z +B) = pky = 0, se tiene que pkz ∈ B = 〈a〉 =⇒
pky = qa, q ∈ Z.
Dividiendo q por la mayor potencia posible de p, podemos poner q = rpt, con mcd (p, r) = 1.
Entonces

pm+k−tz = pm−tpkz = pm−tqa = rpma = 0

y, por tanto, s ≤ m+ k − t. Por otro lado

pm+k−t−1z = pm−t−1qa = rpm−1a 6= 0

y, por tanto, s = m+ k − t.
Sea ahora x = z − tpm−sa, entonces

x+B = z +B = y

por lo que |y| = pk| |x|. Pero, además

pkx = pky − rpm+k−sa = pky − rpta = pky − qa = pky − pky = 0

es decir, que |x| = pk = |y|, como queríamos ver.
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Proposición 5.14

Un grupo abeliano finito es indescomponible si y solo si es un p−grupo cíclico.

Demostración

’⇐= ’ Supongamos que G = 〈a〉 es un grupo cíclico de orden pn con p primo y n ∈ N. Entonces los
subgrupo de G forman una cadena:

1 <
〈
ap

n−1
〉
p
<
〈
ap

n−2
〉
p2
< ... <

〈
ap

2
〉
pn−2

< 〈ap〉pn−1 < 〈a〉pn = G

Por lo que G es indescomponible, ya que no puede expresarse como suma directa de subgrupos suyos.

’ =⇒ ’ Supongamos que A es indescomponible, por el corolario 5.11, que dice que un grupo finito
indescomponible es un p-grupo, tenemos que es un p−grupo, y solo resta ver que es cíclico.

Para esto, vamos a hacer inducción sobre n.

Si n = 1, entonces A tiene orden primo, por lo que es isomorfo a Zp (corolario 4.23) y, por tanto, es
cíclico.

En el caso general, por el lema anterior, A contiene un elemento a tal que |a| = Exp (A). Sean
B = 〈a〉 y C = A/B. Por la proposición 5.6 (todo grupo abeliano finito y no nulo es una suma directa
de subgrupos indescomponibles), se tiene C = C1 � ...� Ck para ciertos C1, ..., Ck indescomponibles.
Por hipótesis de inducción, cada Ci es cíclico. Es decir, existen x1, ..., xk ∈ A tales que Ci = 〈xi +B〉
para cada i, y por el lema anterior podemos suponer que |xi| = |xi +B| para cada i.

Entonces se tiene que A = B + 〈x1〉+ ...+ 〈xk〉. Vamos a ver que esta suma es directa.

Sean b ∈ B y m1, ...,mk ∈ Z tales que b+m1x1 + ...+mkxk = 0. Entonces
0 = m1 (x1 +B) + ...+mk (xk +B) y, por tanto, cada mi (xi +B) = 0. De aquí se deduce que mi es
múltiplo de |xi +B| = |xi| y por tanto mixi = 0 y b = 0. Como A es indescomponible y B 6= 0, se
deduce que A = B = 〈a〉, por lo que A es cíclico y tenemos el resultado.

Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitos

Teorema 5.20

Todo grupo abeliano finito tiene una descomposición invariante.

Demostración

Sea A un grupo abeliano finito. Añadiendo sumandos triviales a una descomposición primaria suya
tenemos

A = 〈a11〉pα111
� ...� 〈a1m〉pα1m1

�
...

〈ak1〉pαk1k
� ...� 〈akm〉pαkmk

para ciertos primos positivos distintos p1 < p2 < ... < pk y ciertos enteros aij que satisfacen
αi1 ≥ ... ≥ αim ≥ 0, ∀i = 1, ..., k.

Los αij que valen 0 se corresponden con los sumandos triviales que hemos añadido para que en cada
fila de la descomposición de A haya el mismo número de sumandos.
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Para obtener la descomposición invariante basta con agrupar los sumandos por columnas. Entonces,
tenemos, para cada j = 1, ...,m

bj = a1j + a2j + ...+ akj y dj = p
α1j

1 · ... · pαkjk

Entonces, como las potencias de primos usadas son coprimas, tenemos que

〈bj〉dj = 〈a1j〉pα1j1
� ...� 〈akj〉pαkjk

Entonces
A = 〈b1〉d1 � ...� 〈bk〉dk

es una descomposición invariante, ya que se tiene, por la definición de los di, que di|di−1, ∀i = 2, ..., k.

Teorema 5.24

Sea A un grupo abeliano finito. Entonces

1. Todas las descomposiciones primarias de A son semejantes

2. Todas las descomposiciones invariantes de A son semejantes

Demostración

Hemos visto en la demostración anterior cómo pasar de una descomposición primaria a una
invariante. El proceso inverso es similar, basta tomar los órdenes, descomponerlos en factores
potencia de primo, ver el generador de cada subgrupo de estos órdenes y agrupar adecuadamente.

Por tanto, para demostrar el teorema basta demostrar una de las afirmaciones. Vamos a ver la
primera.

Sea
A =

(
�m1
j=1A1j

)
� ...�

(
�mk
j=1Akj

)
una descomposición primaria de A con |Aij | = p

αkj
i para ciertos enteros primos positivos

p1 < p2 < ... < pk y ciertos enteros positivos αij con αi1 ≥ ... ≥ αimi ≥ 1 para cada i = 1, ..., k.

Obsérvese que para cada i = 1, ..., k se tiene

�mi
j=1Aij = tpi (A)

por lo que estos subgrupos también están determinados por A.

Por lo tanto, podemos limitarnos a demostrar la unicidad asumiendo que A es un p-grupo finito.

En esta situación, dos descomposiciones primarias de A serán de la forma

A = A1 � ...�An = B1 � ...�Bm

donde cada sumando es cíclico. Si ponemos |Ai| = pαi y |Bi| = pβi , se tiene α1 ≥ ... ≥ αn y
β1 ≥ ... ≥ βm. Vamos a ver, por inducción en i, que αi = βi, ∀i.

Obsérvese que pα1 = Exp (A) = pβ1 , por lo que tenemos el caso i = 1.
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Supongamos entonces que αj = βj , ∀j = 1, ..., i− 1 y veamos que αi = βi. Podemos suponer sin
perder generalidad que αi ≤ βi.

Observamos ahora que: si C es un grupo cíclico de orden pr y s ∈ N, entonces se tiene
psC = 0 ⇐⇒ s ≥ r. Si s ≤ r, entonces psC es cíclico de orden pr−s.

Por tanto, si ponemos q = pαi, se tiene

qA ' qA1 � ...� qAi−1
' (qB1 � ...� qBi−1) � (qBi � ...� qBm)

como qA1 � ...� qAi−1 y qB1 � ...� qBi−1 tienen el miso cardinal, deducimos que
qBi � ...� qBm = 0. Esto quiere decir que 0 = qBi = pαiBi, por lo que αi ≥ βi y, así, αi = βi.

Teorema 5.27

1. Todo grupo abeliano finito tiene una descomposición primaria y una descomposición invariante

2. Las siguientes condiciones son equivalentes para dos grupos abelianos finitos

(a) Son isomorfos

(b) Tienen descomposiciones primarias semejantes

(c) Tienen descomposiciones invariantes semejantes

(d) Tienen la misma lista de divisores elementales

(e) Tienen la misma lista de factores invariantes

Demostración

Esto es practicamente un corolario de lo ya visto.

1. Todo grupo tiene una descomposición primaria y toda descomposición primaria puede dar lugar
a una descomposición invariante.

2. a =⇒ b Evidente

b =⇒ a Si
A =

(
�m1
j=1A1j

)
� ...�

(
�mk
j=1Akj

)
'
(
�m1
j=1B1j

)
� ...�

(
�mk
j=1Bkj

)
= B =⇒ A ' B

b ⇐⇒ c Es obvio porque una composición primaria nos determina una invariante salvo
isomorfismos y viceversa

d ⇐⇒ e Es también obvio, ya que los factores invariantes vienen unívocamente determinados
por los divisores elementales y los divisores elementales no son más que la factorización en
potencia de primos de los factores invariantes

c ⇐⇒ e Muy fácil también teniendo en cuenta que 〈a〉pk '
(
Zpk ,+

)
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6 Grupos de Permutaciones

Tipo de una permutación y sus propiedades

Teorema 6.5

Toda permutación σ 6= 1 de Sn se puede expresar de forma única (salvo el orden) como producto de
ciclos disjuntos.

Demostración

Razonamos por inducción en |M (σ)|. Como σ 6= 1, tenemos que |M (σ)| ≥ 2, con lo que el primer
caso M (σ) = {i, j} lo que implica que σ = (1 2) .

Si σ = τ1...τk, con τ1, ..., τk ciclos disjuntos, entonces M (σ) = ∪ki=1M (τi) = {i, j} , de donde k = 1, y
tenemos la unicidad.

Supongamos que la propiedad se verifica para toda permutación que mueve menos elementos que σ.

Fijemos i ∈M (σ) y definamos recursivamente i0 = i, ij = σ (ij−1).

Como los ij toman valores en un conjunto finito existirán 0 ≤ j < k con ij = ik y tomamos el menor
j para el que existe un k con estas condiciones. Para este j tomamos el menor k que verifica ij = ik.

De hecho, j = 0, pues, en caso contrario, ij−1 = σ−1 (ik) = ik−1.

Entonces i0, ..., ik−1 son distintos y i0 = ik = σ (ik−1).

Por tanto, τ = (i0 i1 ... ik−1) es un k−ciclo.

Definimos ρ ∈ Sn poniendo

ρ (j) =

{
j, si j ∈ (i0 i1...ik−1)

σ (j) en otro caso

Entonces ρ y τ son disjuntas, pues si τ mueve a j, entonces j ∈ (i0 i1...ik−1) y ρ no lo mueve. Y si ρ
mueve a j, entonces ocurre al contrario y τ no lo mueve.

Es evidente, entonces, que ρ mueve tantos elementos como σ, menos los que mueve τ . Es decir

|M (ρ)| = |M (σ)| − |M (τ)| = |M (σ)| − k < |M (σ)|

Y, además, se tiene que

τρ (j) =

{
τ (j) j ∈ (i0 i1...ik−1)

τ (σ (j)) otro caso
= σ (j)

Es decir, que σ = τρ.

Aplicando la hipótesis de inducción deducimos que ρ = ρ1...ρl, con ρ1, ..., ρl ciclos disjuntos dos a dos.
Además, son disjuntos con τ, pues, de no ser así, no lo sería ρ.

Entonces σ = τρ1...ρl es un producto de ciclos disjuntos.

Si fuera σ = τ1...τm con τ1, ..., τm ciclos disjuntos, entonces i ∈M (τj) para un único j = 1, ...,m.
Como los τj conmutan por ser disjuntos, podemos suponer j = 1. Entonces

τ (i) = σ (i) = τ1 (i)

por lo que τ = τ1. Por lo que ρ = τ2...τm. Usando de nuevo la hipótesis de inducción, tenemos la
unicidad de la factorización de ρ como producto de ciclos disjuntos, y deducimos la unicidad de la
factorización como producto de ciclos disjuntos de σ.
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Proposición 6.8

El orden de una permutación es el mcm de las componentes de su tipo.

Demostración

Sea σ = τ1...τk la factorización de una permutación σ como producto de ciclos disjuntos y sea si la
longitud del ciclo τi.

Sea m ∈ N. Como los τi conmutan entre sí por ser disjuntos, se tiene

σm = τm1 ...τ
m
k

Por otra parte, para cada i se tiene M (τmi ) ⊂M (τi) y por tanto los τmi son disjuntos.

Eso implica que σm = 1 precisamente si τmi = 1, ∀i, por la unicidad de la factorización, pero esto
sucede si, y solo si, si|m, ∀i o, lo que es lo mismo, si mcm (s1, ..., sm) |m.

Teorema 6.9

Dos elementos de Sn son conjugados si tienen el mismo tipo. En consecuencia, cada clase de conjugación
de Sn está formada por todos los elementos de un mismo tipo.

Demostración

’ =⇒ ’

Sea una permutación α. Para un s-ciclo τ = (i1 i2...is), se tiene que

ατα−1 (j) = ατ
(
α−1 (j)

)
=

{
α (ik) si α−1 (j) = ik−1

α
(
α−1 (j)

)
= j si α−1 (j) /∈ (i1 i2...is)

es decir, que
ατα−1 = (α (i1) α (i2) ...α (is))

y es un s-ciclo.

Si τ1, τ2 son disjuntos, entonces también lo son ατ1α−1 y ατ2α−1, pues

ατ1α
−1 (j) = ατ2α

−1 (j) ⇐⇒ α (i1n) = α (i2m) ⇐⇒ i1n = i2m =⇒ τ1, τ2 no son disjuntos

Entonces, como se tiene, en general, que

σ (τ1...τk)α
−1 =

(
ατ1α

−1) ... (ατkα−1)
esto quiere decir que dos elementos conjugados de Sn tendrán el mismo tipo.

’⇐= ’ Supongamos que σ, σ′ tienen el mismo tipo. Entonces las descomposiciones de σ, σ′ en
producto de ciclos disjuntos son de la forma σ = τ1...τk y σ′ = τ ′1...τ

′
k donde τi, τ ′i tienen la misma

longitud.

Por tanto existen biyecciones αi :M (τi)→M (τ ′i) que conservan la estructura de los ciclos; es decir,
que si τi = (j1...js) y τ ′i = (j′1...j

′
s), entonces αi (jt) = j′t, ∀t.

Además, como |M (σ)| = |M (σ′)|, existe una biyección β : Nn \M (σ)→ Nn \M (σ′).
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Sea ahora α ∈ Sn la biyección que se obtiene pegando las αi y β. Es decir

α (x) =

{
αi (x) si x ∈M (τi)

β (x) si x /∈M (σ)

Entonces, si x ∈M (τ ′i), esto quiere decir que x = j′l y α
−1 (x) = jl

ατiα
−1 (x) = ατiα

−1
i (x) = ατi (jl) = α

(
jbl+1cs

)
= j′bl+1cs

= τ ′i (jl) = τ ′i (x)

Y si x /∈M (τ ′i), entonces α
−1 (x) /∈M (τi), y entonces

ατiα
−1 (x) = αα−1 (x) = x = τ ′i (x)

Y se tiene que τ ′i = ατiα
−1. Esto ocurre para todo i, por lo que σ′ = ασα−1 y tenemos el resultado.

Generadores de los Grupos Simétricos y Alternados

Esta proposición no sale en la lista, pero no tiene mucho sentido. La pongo.

Proposición 6.12

Para n ≥ 2, los siguientes son conjuntos generadores de Sn:

1. El conjunto de todos los ciclos

2. El conjunto de todas las trasposiciones

3. El conjunto de n− 1 transposiciones: {(1 2) , (1 3) , (1 4) , ..., (1 n− 1) , (1 n)}

4. El conjunto de n− 1 transposiciones: {(1 2) , (2 3) , (3 4) , ..., (n− 1 n)}

5. El conjunto de una transposición y un n−ciclo: {(1 2) , (1 2 3...n− 1 n)}

Demostración

1. Esto es cierto ya que toda permutación puede ponerse como producto de ciclos disjuntos (teorema
6.5).

Para demostrar el resto de apartados basta comprobar que los elementos del conjunto dado en
cada apartado se expresan como productos de los elementos del conjunto del apartado siguiente

2. Cada ciclo σ = (i1...is) puede escribirse como producto de trasposiciones no disjuntas:

σ = (i1 is) (i1 is−1) ... (i1 i3) (i1 i2)

3. Dado σ = (i j), entonces
(1 i) (1 j) (1 i) = (1 j i) (1 i) = (i j)

4. Dado j ≥ 2, sea α = (2 3) (3 4) ... (j − 1 j). Entonces

(1 2)α = α−1 (1 2)α = (2 3...j)−1 (1 2) (2 3...j) = (j j − 1) ... (4 3) (3 2) (1 2 3...j) = (j j − 1) ... (4 3) (1 3...j) =

= (j j − 1) ... (5 4) (1 4...j) = ... = (j j − 1) (1 j − 1 j) = (1 j)

5. Sean τ = (1 2) y σ = (1 2...n− 1 n).

Como σj−1 (1) = j y σj−1 (2) = j + 1, entonces

σj−1τσ1−j = σj−1 (1 2)σ1−j = (1 j + 1)σ1−j = (j j + 1)
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Corolario 6.13

Sean p un número primo y H un subgrupo de Sp. Si H contiene una transposición y un p−ciclo,
entonces H = Sp.

Demostración

Podemos suponer que H contiene a (1 2) y un p-ciclo σ = (a1 a2...ap). Podemos suponer que a1 = 1
porque es un ciclo. Entonces, si ai = 2, se tiene que σi−1 (1) = 2, y se tiene que σi−1 = (1 2 b3...bp).
Como p es primo, entonces i− 1, p son coprimos, y su mcm es (i− 1) p, pues en caso contrario σi−1

sería la identidad. Si renombramos los bi = i, entonces tenemos que σi−1 = (1 2 3...p), y llega hasta
el p por lo mencionado anteriormente, σi−1 lo podemos aplicar p veces hasta que nos dé la identidad,
por tanto ha de tener p elementos.

Entonces (1 2) , (1 2...p) ∈ H, por la proposición anterior, estas dos permutaciones son generadores de
Sp, luego H = Sp.

Proposición 6.20

Los siguientes son sistemas de generadores de An:

1. El conjunto de todos los productos de dos transposiciones, disjuntas o no

2. El conjunto de todos los 3−ciclos.

Demostración

1. Sea σ ∈ An, entonces, como las trasposiciones son generadores de Sn, podemos escribir σ como
producto de trasposiciones. Además, Sg (σ) = 1, porque está en An, y las trasposiciones tienen
signo -1. Como Sg (ab) = Sg (a)Sg (b), entonces σ debe ser producto de una cantidad par de
trasposiciones, como queríamos ver.

2. Todos los 3-ciclos están en An porque son permutaciones pares. Entonces, usando 1. para
demostrar 2., solo hay que probar que cada producto de dos trasposiciones distintas se puede
escribir como producto de 3-ciclos, pero esto es cierto porque

(i j) (i k) = (i k j)

(i j) (k l) = (j l k) (i k j)

con i, j, k, l son distintos dos a dos.

Teorema de Abel

Lema 6.23

Si un subgrupo normal H de An, con n ≥ 5, contiene un 3-ciclo, entonces H = An.

Demostración

Sea σ un 3−ciclo en H. Por la proposición 6.20 (la anterior), basta ver que cualquier otro 3−ciclo σ′
está en H. Sabemos por el teorema 6.9 que existe α ∈ Sn tal que σ′ = σα, de modo que si α ∈ An,
entonces σ′ ∈ H, por la normalidad de H en An. Por tanto, podemos suponer que α es una
permutación impar. Como σ cambia solo 3 elementos y n ≥ 5, existe una trasposición β disjunta de
σ, por lo que σβ = σ. Por tanto

σβα =
(
σβ
)α

= σα = σ′

y como βα está en An por ser el producto de dos permutaciones impares, la normalidad de H en An
implica que σ′ ∈ H, como queríamos ver.
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Teorema de Abel (6.24)

Si n ≥ 5, entonces An es un grupo simple.

Demostración

Supongamos que H 6= {1} es un subgrupo normal de An y veamos que H = An. Por el lema anterior,
basta ver que H contiene un 3-ciclo.

Sea 1 6= σ ∈ H tal que r = |M (σ)| sea mínimo, es decir, |M (α)| ≤ r, ∀1 6= α ∈ H.

Ahora veremos que debe ser r = 3, por lo que σ será un 3-ciclo en H y habremos terminado.

Sabemos que no puede ser r = 1, porque una permutación no puede cambiar un único elemento.

Tampoco puede ser r = 2 porque todas las permutaciones de H son pares (H ⊂ An).

Supongamos, buscando una contradicción, que r > 3. Se tienen dos posibilidades:

1. Que en la factorización de σ en ciclos disjuntos, aparezca alguno de longitud ≥ 3

Entonces, σ debe cambiar al menor 5 elementos. Si solo cambiase 4, como en su factorización
aparece un ciclo de longitud ≥ 3, entonces σ debe ser un 4-ciclo, y sería impar#. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad (porque al fin y al cabo aquí los números solo son
etiquetas), que 1, 2, 3, 4, 5 ∈M (σ) y que alguno de los ciclos disjuntos que componen σ es de la
forma (1 2 3...), con longitud al menos 3. Sea α = (3 4 5). Como α ∈ An y H es normal en An,
entonces σα ∈ H, y entonces β = σ−1σα ∈ H.

Si σ (i) = i, entonces i > 5 y, por tanto, α (i) = i, y esto implica que β (i) = i, por lo que
M (β) ⊂M (σ), y la inclusión es estricta, porque σ (1) = 2, mientras que
β (1) = σ−1α−1σα (1) = σ−1α−1σ (1) = σ−1α−1 (2) = σ−1 (2) = 1.

Por tanto, β ∈ H cambia menos de r elementos, por lo que debe ser β = 1, por la elección de r.
Esto quiere decir que σα = σ =⇒ σα = ασ. Pero esto no es cierto, porque

σα (2) = σ (2) = 3, ασ (2) = α (3) = 4#

Por tanto, esta primera posibilidad lleva a una contradicción.

2. Que σ sea producto de, al menos dos, trasposiciones disjuntas.

En este caso, reordenando los elementos de Nn podemos asumir que σ = (1 2) (3 4) ... (puede
haber más trasposiciones en el producto o no).

Sea, de nuevo, α = (3 4 5). Como antes, tomamos β = σ−1σα ∈ H. Si i 6= 5 y σ (i) = i,
entonces i 6= 3, 4, 5 y, por tanto, α (i) = i, de donde se sigue que β (i) = i, por lo que
M (β) ⊂M (σ) ∪ {5}.

Pero β (1) = σ−1α−1σα (1) = σ−1α−1σ (1) = σ−1α−1 (2) = σ−1 (2) = 1 y
β (2) = σ−1α−1σα (2) = σ−1α−1σ (2) = σ−1α−1 (1) = σ−1 (1) = 2, luego β fija 1 y 2. Sin
embargo σ los mueve. Por tanto, β cambia menor de r elementos y debe ser β = 1, de nuevo se
tiene que σα = ασ. Pero

σα (3) = σ (4) = 3 ασ (3) = α (4) = 5#

Y, de nuevo, llegamos a una contradicción.

Por tanto, ha de ser r = 3, por lo que hay un 3-ciclo en H y el lema anterior nos da el resultado.
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