Jose Antonio Lorencio Abril

4 Grupos

Clases laterales y teorema de Lagrange

Clases laterales

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Se define la siguiente relaciéon binaria en G:
a=;b mod H < a 'beH

Esto es una relacién de equivalencia:

e Reflexiva: a'a € H = a=;a mod H
e Simétrica: a =; b mod H <— a 'be H — (a_lb)_l =blacH < b=;a mod H

a=;b mod H < a 'be H

B == (ailb) (bilc):aflcEH == a=;cC
b=,¢c mod H < b lce H

e Transitiva: {

mod H

Y define una particion de G en clases de equivalencia. La clase de equivalencia que contiene a a se
denomina clase lateral de a médulo H por la izquierda y es

aH ={ah:h e H}
para ver esto:

'C’ Sea b € aH, entonces a =; b mod H, entonces b =; a mod H, lo que quiere decir que
bla=hecH. Osea,queb"! =ha™' = b=ah™ ' con h™' € H, pues h € H.

'>"Sibe {ah:h € H}, entonces b= ag, con g € H. Y se tiene que a 'b=a"lag=g c H
Anélogamente, se puede definir otra relaciéon de equivalencia
a=4b mod H — ab 'c H

Donde la clase de equivalencia que contiene a a se denomina clase lateral de a médulo H por la
derecha y es
Ha ={ha:h e H}

El conjunto de las clases laterales por la izquierda de G moédulo H se denota G/H y el de las clases
laterales por la derecha H\G. Por el lema 4.2 se tiene que las aplicaciones

H — aoH H — Ha
h — ah h — ha



son biyectivas, con los que todas las clases laterales tienen el mismo cardinal. Ademas, la aplicacion

G/H — H\G
aH +— Ha™t

es otra biyeccion, con lo que también G/H y H\G tienen el mismo cardinal.
En el caso de los grupos el cardinal se denomina orden de G.
Para un subgrupo H de G, hemos visto que se verifica:

laH| = |Ha| = [H| y |G/H|=|H\G]|
El cardinal de G/H y H\G se llama indice de H en G y se denota [G : H].
Teorema de Lagrange (4.17)
Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G entonces |G| = |H||G : H|.
Demostracién

Si G tiene |G| elementos, y G/H tiene |G/H| = [G : H] clases de equivalencia, cada una con |H |
elementos, entonces, se tiene que

-
G : H]

— |G| = |H|[G : H]

Teorema de la Correspondencia para grupos

Sea N un subgrupo normal de un grupo G. La asignacion H — H/N establece una biyeccion entre el
conjunto de los subgrupos de G' que contienen a N y el conjunto de los subgrupos de G/N.

Ademas, esta biyeccion conserva las inclusiones y la normalidad. Es decir, dados dos subgrupos H y
K de G que contienen a N, se tiene:

1. HCK < (H/N) C (K/N)
2. H4G < (H/N) < (G/N)
Demostracion

e Sobreyectividad

H/N subgrupo

Como H subgrupo de G, entonces 1 € H — 1N € H/N
Dados z,y € H, tenemos que (zN)(yN) = (xy)N € H/N, pues zy € H

Dado x € H, entonces ! € H = 27 !N € H/N. Y se tiene que
Nz IN =227 !N=1=2"12N =2 'NzN. Asi, vemos que H/N es subgrupo de G/N.



Sea ahora K subgrupo de G/N y sea J = {a € G/aN € K}, y definimos

¢ L o/N % (G/N)/K
a +— aN
b — bK

Y sea h = g o f. Calculemos su niicleo:

a € Kerh < f(a)K =g(f(a)) =1INK < f(a)=aN € K < acJ

Es decir, Kerh = J fema 4147 1 subgrupo de G.

Ademés, sia € N = aN =1N € K = a € J. Es decir, N C J.
LJ/N = K?

'CxeJ/N = z=aN, aeJ = x=aN € K (por la definicion de J)
D2xeKCG/N = z=aNeK,aeG = a€J = xz=aN € J/N

Recapitulando: dado un subgrupo de G/N, podemos escribir este como J/N, donde
I C J y este es subgrupo de A, por lo que nuestra aplicaciéon es suprayectiva.

e Inyectividad

Sean Ji, Jo subgrupos de A que contienen a N tales que J;/N C Jy/N. Entonces

reJ — JZNEJl/NCJQ/N = mN:yN,yGJQ =

1 1

= y zeENChHh = xz=yy € = J1 CJ
Jl/NgJQ/N = J1 CJp

= J1=Jy
JQ/Nng/N = J CJ;

Por tanto, si J;/N = Jo/N = {

Y la aplicacién es inyectiva.

Es decir, que la aplicaciéon del enunciado es biyectiva. Pero esto quiere demuestra también la igualdad
de los dos conjuntos de subrupos.

Solo resta ver que conserva la normalidad.
" =’ Supongamos que H I G, sean z € H/N, y € G/N, entonces x = hN, h € H e
y=gN, g€ G. Y se tiene que
y'ey = (gN)"' (hN) (gN) = g~ 'hgN
como H es normal en G, entonces g 'hg € H y tenemos que y 'y € H/N, por lo que H/N es
normal en G/N.

’ <= Supongamos que H/N < G/N,sean h € H'y g € G, entonces hN € H/N y gN € G/N,
entonces
(9N)~' (hN) (gN) = g~ 'hgN € H/N
esto quiere decir que 3k € H/g 'hgN = kN <= g 'hgk~' € N C H. Entonces
g 'hgk™'k =g 'hg € H, y H es normal en G.



Teoremas de Isomorfia para grupos

1. Si f: G — H es un homomorfismo de grupos entonces existe un tnico isomorfismo de grupos
f:G/Kerf — f que hace conmutativo el diagrama

f

|

G/Kerffff>lmf

es decir, io fop = f, donde i es la inclusién y p es la proyeccion candnica. En particular

G/Kerf ~Imf

2. Sean N, H subgrupos normales de un grupo G con N C H. Entonces H/N es un subgrupo

normal de G/N y se tiene

G/N _
N =G

3. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces HN es un
subgrupo de G que contiene a H, H N N es un subgrupo normal de H y se tiene
H HN
NNH N

Demostraciéon

1. Veamos que, en caso de existir, debe ser tnico
iofop=f <= idofop(z) = f(z), Yz < i(f(p(2))) = f(2) <= i(f(xKerf)) = f(z) <= [(zKer

es decir, que la tnica forma que puede tener este isomorfismo es f (zKerf) = f (). Veamos
que, de hecho, es un isomorfismo:

e Bien definido: sean x,y € G tales que zKerf = yKerf, veamos que tienen la misma
imagen

tKerf =yKerf <= zy ' € Kerf — f(x)f(y)_l =f(2)f (y_l) = f(:z:y_l) =1 =

= f(aKerf)=f(z)=f(y) = f (yKerf)
e Homomorfismo: sean zKerf,yKerf € G/Kerf, entonces
[layKerf) = f(zy) = f(2) f(y) = [ () [ ()

=y = f(aKerf)=[(z)=y
e Inyectiva: si f(zKerf) = f(yKerf) = f(z)=f(y) = f@)f@p) =1 =
flzy™)=1 = ay ! € Kerf = azKerf =yKerf

e Sobreyectiva: sea y € Imf, entonces Jz € G/ f (x)

Y tenemos el resultado.



2. Que H/N es un subgrupo normal de G/N es consecuencia inmediata del teorema de la
correspondencia.

Para ver el isomorfismo, consideramos

f:G/N — G/H
gN — gH

que es un homomorfismo:
f(azyN) = ayH = aHyH = f (xN) f (yN)

Es sobreyectiva: sea yH € G/H, entonces y € Gy yN € G/N, entonces f (yN) = yH.

Por dltimo, calculamos el ntcleo
aN € Kerf < zH=f(zN)=1H=H < z€ H

es decir, que el nucleo es Kerf = H/N. Entonces, por el ler teorema de isomorfia, tenemos que

G/N _
N =G

3. Veamos que HN es un subgrupo de G.

e ComoleH 1e N= 1=1-1€¢ HN

e Dado z,y € HN, entonces x = hini, y = hang y se tiene que
xy = hinihong = hlhghglnlhznz
y se tiene que hiho € H, por ser N normal se tiene que h;lnlhg €ENyasizye HN

e Ademss, 7! = nflhfl = hflhlnflhfl € HN, puesto que hfl €eHy hlnflhfl eN

Ahora vamos a ver que H N N es normal en H. Para ello, tomamos h € H, t e HN N,y
tenemos que h'lzh € H por ser producto de elementos de H y h~'zh € N porque N es normal.
Por tanto, h~'zh € HN N y tenemos que es normal en H.

Por dltimo, queda ver la isomorfia. Para ello, hacemos

f:H — HN — HN/N
h —> h hN

Veamos que f es suprayectiva: dado z € HN/N = z = (hn) N = hN = f (h).

Y calculemos el nicleo:
Kerf={he H:hN=1=N}=HNN

Asi, por el primer teorema de isomorfia, tenemos que

H HN

~

HNN N




Teorema chino de los restos para grupos

Si G y H son dos subgrupos ciclicos de 6rdenes n y m, entonces G'x H es ciclico siy solo si med (n,m) =
1. Mas generalmente, si g, h son dos elementos de un grupo G de 6rdenes coprimos n'y my gh = hg ,
entonces (g, h) = (gh) es ciclico de orden nm.

Demostracién
Por la proposicion 4.22, tenemos que G ~ (Zy,+), H ~ (Zp,+).

' <" Si med (n,m) = 1, entonces, por el teorema chino de los restos para anillos, Z,, X Z,, y Z/nmZ
son isomorfos como anillos. En particular son isomorfos sus grupos aditivos. Es decir,
G x H >~ (Zp,+) X (Zm,+) =~ (Z/nmZ,+), que es ciclico.

"= Sin y m no son coprimos y d = med (n, m), entonces G tiene un subgrupo Gy de orden d y H
tiene otro subgrupo Hj de orden d. Entonces GG; x 1y 1 X Hj son dos subgrupos distintos de G x H
del mismo orden, en contra de la proposicion 4.22, por lo que G x H no puede ser ciclico y el
resultado queda demostrado por contrarreciproco.

Supongamos ahora que g, h € G tienen 6rdenes coprimos n y m y que gh = hg. Entonces la aplicaciéon
[ ly XLy — G
(4,) = g'h

es un homomorfismo de anillos cuya imagen es (g, h), puesto que gh = hg.

Kerf = {(a,b) :g%hb = 1}

Entonces g = h™° € (g) N (h), que es un subgrupo tanto de (g) como de (h). Como el primero tiene
orden n y el segundo tiene orden m, entonces, por el teorema de Lagrange, el orden de (g) N (h)
divide a n y a m. Como son coprimos, el orden debe ser 1.

Entonces los elementos de Kerf son tales que g* = 1 = AP,

Sig"=1 = nla = a =0 mod ny de igual forma m|by b =0 mod m. Pero, esto quiere decir
que Kerf = {(0,0)}. Por tanto, la aplicacion es inyectiva y se tiene, por el primer teorema de
isomorfia, que

Ly X Ly =~ (g, h)

y asi, (g, h) es ciclico de orden nm. Falta ver que es generado por gh.

Es claro que (gh) es un subgrupo de (g, h), si demostramos que tienen el mismo orden, nm,
tendremos la igualdad. Calculemos el orden de gh:

1= (gh)* = g"nt = gF =n7F e (g) N (h) = {1}

como antes. De esta forma, se tiene que n = |g||k y m = |h| |k, luego el orden, que es el menor k que
verifica esto, es el mem. Como n y m son coprimos, entonces k = nm.



Propiedades y aplicaciones de las acciones de grupos en conjuntos
Proposicion 4.26
Sea G un grupo actuando en un conjunto X y sean z € X y g € G. Entonces:

1. Estabg () es un subgrupo de G

2. [G: Estabg ()] = |G - x|. En particular, si G es finito, entonces el nimero de elementos de cada
orbita es un divisor del orden de G.

3. Si se trata de una acciéon por la izquierda entonces E'stabg (g - x) = Estabg (x)g_l. Sin embargo,
si se trata de una accion por la derecha entonces Estabg (¢ - g) = Estabg (x)?. En particular, si
x,9 € Gy H es un subgrupo de G entonces

Ca(29)=Cq(x)! y  Ng(HY)=Ng(H)’

4. Ecuacioén de Orbitas: si R es un subconjunto de representantes de las 6rbitas de la accién de
G en X, es decir, R contiene exactamente un elemento de cada orbita, entonces

X[ =) "1G-r| =) _[G: Estabg (r)]

reR reR
Demostracion
1. Estabg (z) ={9 € G: gz =z}

e 1 € Estabg () : como la =a, Ya € G = 1 € Estabg ()
e Dados a,b € Estabg (r) = abxr = a(br) = ax = v = ab € Estabg (x)
e Dado a € Estabg (z) = ax =2 = z=a 'z = a~! € Estabg (v)

Y Estabg () es un subgrupo de G.
2. Sea H = FEstabg (x), entonces la aplicacion

h:G/H — G-x
gH = gr

es biyectiva.

e Inyectividad, sean aH,bH tales que ax =bx = z=a bz = a b€ H = a'bH =
H — bH=aH

e Sobreyectividad, seayr € G-z = ye€ G = yH € G/H — h(yH) =yx

Estabg (9z) ={a € G 1 agz = gz} = {a € G : g tagr = 2} ={aeq: g tag € Estabg {z}} =
={a € G:acgBstabg{z} g~ '} = Estabg {35}971
Para verlo por la derecha es exactamente igual.
Cq (29) = Estabg (29) = Estabg (xg) = Estabg (z)? = Cq (x)?
N¢ (HY) = Estabg (HY) = Estabg (Hg) = Estabg (H)? = Ng (H)?

4. Como las 6rbitas forman una particiéon de X entonces el cardinal de X es la suma de los cardinales
de las 6rbitas. La segunda igualdad es obvia habiendo demostrado 2.



Corolario 4.27

Sea GG un grupo y a € G.

1. [a%| =[G : C¢ (a)]. En particular, a tiene un tnico elemento si y solo si a es un elemento del

centro Z (G).

2. Ecuaciéon de Clases: si G es finito y X es un subconjunto de G que contiene exactamente un

elemento de cada clase de conjugacién con al menos dos elementos, entonces

Gl =1Z(@)|+ ) [G: Cg (x)]
reX

Demostraciéon

1. Cg (a) = Estabg (a) con la accion de conjugacion. Entonces, usando 2. de la proposicion

anterior, [G : Cg (a)] = |G -a| = }aG‘

2. Es evidente por 3. de la proposicién anterior.

Proposicion 4.28

Si G es un p-grupo no trivial para p un primo entonces Z (G) # 1.

Demostraciéon

Por el corolario anterior tenemos que

Gl=1Z(G)|+ ) [G:Ca(x)]
rzeX

entonces |G|y [G : Cg ()] son potencia de p,Vx € X, por lo que |Z (G)| es multiplo de p y, por
tanto, debe tener més elementos ademaés del 1.

Teorema 4.29

Si G es un p—grupo finito entonces G tiene una cadena de subgrupos normales 1 = Gy C G; C ...

G, = G tales que [G; : Gj_1] = p para todo i = 1,...,n.

Demostracion
Razonamos por inducciéon sobre el orden de G.
El caso de orden 1 es obvio.

Supongamos que G # 1 y que el teorema se verifica para grupos de orden menor.

Por la proposicion anterior, existe g € Z (G) con g # 1. Sea N = (g). Entonces N es normal en G ya

que N esta dentro del centro de G.

Si G = N, entonces G es ciclico y por la proposicion 4.22, deducimos que si |G| = p™ entonces

Vi =0,1,...,n, G tiene un tunico subgrupo G; de orden p’ y que G;_1 C G;, con lo que se cumple el

enunciado.



En caso contrario, tanto N como G/N son p—grupos de orden estrictamente menor que G con lo que
por la hipétesis de induccién existe una cadena

Go=1CGiC..CGy=N
de subgrupos normales de N y una cadena
H,=1CHyC..CH,=G/N

de subgrupos normales de G/N tales que [G; : Gi_1] =p, Vi=1,....ky

{Hj : ijl] =p, Vi=k+1,..,n.

Por el teorema de la correspondencia, cada H; = G;j/N para algtin subgrupo normal G; de G que
verifica los contenidos y, por el 2° trm de isomorfia se tiene que si k < 7 < n entonces

Hj/Hj_l = % ~ j/Gj_l, por lo que [G] : Gj_l] = [Hj : Hj_l] =p.

Teorema de Cauchy (4.30)

Si G es un grupo finito cuyo orden es miltiplo de un primo p, entonces G tiene un elemento de orden
.

Demostracion
Sea X = {(g1,92,--,9p) € G? : g1g2 - ... - gp = 1}. La aplicacion
Gr-1 — X
(91,5 Gp—1) (917 s Gp—1, (g1 e gpfl)_l)
es una biyeccion, luego | X| = |G|~ .
e Inyectividad: se tiene por la unicidad del inverso.

e Sobreyectividad: dado a = (a1, ...,a,) € X = aj..ap=1 = ap = (a1...ap_1) " = a =

<a1, ceny ap_l, (al...ap_l)_1> = f (al, ceey ap_l)
Consideremos la accion de Sy, en GP del ejemplo 4.25.(5):

g (gl7 --~agp) = (ga(l)a "'7ga(p))

Consideremos la permutacion o € S, dada por

Si (1, ...,xp) € X entonces
Tpx1..Tp—1 = Tp (T1...2p) 1:;1 =1

Lo que demuestra que si z € X = oz € X. Esto quiere decir que la accion de S, en GP define una
accion de (o) en X.

Analicemos las orbitas de la accion de (o) en X.

Como |o| = p, de la proposicion 4.26.2 se deduce que cada orbita tiene cardinal 1 6 p.



Sea n el nimero de 6rbitas con un elemento y m el ntmero de o6ritas con p elementos. Como las
orbitas forman una particién de X se tiene que

GIP™ = X] = n+ pm
Como p| |G|, se deduce que p|n.

Como la orbita de (1,...,1) tiene exactamente un elemento se tiene que n > 1y como n es miltiplo
de p necesariamente n > 2.

Entonces existe z = (g1, ...,9p) € X \ {(1,...,1)} tal que |G - z| = 1.

Por tanto
(915 9p) = 02 = (Gp, 15+, Gp—1)

Esto implica que todos los g; son iguales a un elemento 1 # g € G.

Como z € X se tiene que g = g1 -...- g, = 1y, ya que g # 1, g tiene orden p.

5 Grupos Abelianos Finitos

Clasificacion de grupos abelianos finitos indescomponibles

Proposiciéon 5.10

Sea A un grupo abeliano finito y sean py, ..., pi los divisores primos de |A|. Entonces
A=t, (A)@.. &ty (A)

con cada tp, (A) # 0

Demostraciéon

Sea a € Ay sea |a| =n =pi* - ... pi* la Gnica descomposicion de n en factores primos (recordemos
de Z es un DFU).

Para cadai=1,...,k sea ¢; = 1% Ningin primo divide a la vez a todos los ¢;, por lo que

med (q1,...,qr) = 1 y esto quiere decir que existen my, ..., my € Z tales que miq; + ... + mgqr = 1.
Como na = p}*g;a = 0, entonces g;a € t,, (A), y entonces

a=miqia+ ...+ mpgpa € ty, (A) + ... +t,, (A)
Y, por tanto, A =t,, (A) + ... +tp, (A).
Para ver que la suma es directa, supongamos que a; + ... + a =0, a; € t,, (A). Entonces, para cada

1=1,..., k, existe b; tal que p?iai =0. Seam = pll’l...pzk. Para cada 4, ponemos t; = 7, de modo que
p;

tia; = I%aj = 0 siempre que ¢ # j, pues el factor p?-j multiplica a a;. Entonces

tiar + ... +trap = 0 = t;a;, = —t; Zaj =0
J#i
entonces |a;| divide a t; y a pfi, que son coprimos por como hemos definido ¢;, por lo que |a;| =1y se

tiene que a; = 0. Asi, la familia es independiente.

Queda ver que los t,, (A) # 0. Ya hemos visto que A =1t,, (A)® ... ®t,, (A), de donde se deduce que
|A| = |tp, (A)] ... |tp, (A)]. Como el orden de cada t), (A) es una potencia de p;, por el lema 5.9 y cada
pi| |A], entonces este orden es mayor que 1 y tenemos el resultado.
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Lema 5.13

Sean A un p — grupo finito. Entonces:
1. Existe a € A tal que |a| = Exp (A)

2. Si B = (a), siendo a el de 1., entonces todo elemento del cociente A/B tiene un representante
con el mismo orden. Es decir, para todo y € A/B existe x € A tal que x + B=y y |z| = |y|.

Demostraciéon
1.
Vo e A, PPN =1 — |z||Ezp(A), Vz € A

Claramente, el mcm de los 6rdenes verifica esto, y ningin otro orden que lo verifique puede ser
menor que el mem. Entonces Exp (A) = mem{|z| : x € A}, tomando

a = Hl’

tenemos el a buscado.

2. Para el segundo apartado, comenzamos eligiendo un representante cualquiera de y y veremos que
podemos sustituirlo por otro con la propiedad requerida.
— m

Sea entonces z € A tal que z 4+ B = y. Supongamos que |a| = Exp (A) = p™, |z| = p® vy |y| = pF.

Notese que si G es un grupo abeliano y S es un subgrupo. Si ng =0, n € N, g € GG, entonces, en
G/S se tiene n (g + S) = 0. Esto implica que el orden de g + S divide al orden de g.

Retomando lo anterior, esto quiere decir que k£ < s < m.

Si k = s, tomamos z = z y hemos terminado.

Supongamos entonces que k < 5. Como p* (z + B) = p*y = 0, se tiene que p*z € B = (a) =
p*y = qa, q € Z.

Dividiendo ¢ por la mayor potencia posible de p, podemos poner ¢ = rpt, con med (p,r) = 1.

Entonces

m+k7tz — om—t k m

p P by =p" g =rpma =0

y, por tanto, s < m + k — t. Por otro lado
pm+k—t—1z _ pm—t—lqa _ Tpm—la ?é 0

y, por tanto, s =m + k — t.

Sea ahora x = z — tp™ *a, entonces
r+B=z+B=y
por lo que |y| = p*| |z|. Pero, ademéas

m-—+k—s

pra = pFy —rp a=pry —rp'a=pFy —qa=pry —pty=0

es decir, que |z| = p¥ = |y|, como queriamos ver.
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Proposicion 5.14
Un grupo abeliano finito es indescomponible si y solo si es un p—grupo ciclico.

Demostraciéon

’ <= " Supongamos que G = (a) es un grupo ciclico de orden p™ con p primo y n € N. Entonces los
subgrupo de G forman una cadena:

1< <apn71>p < <a””72>p2 <. < <a”2>pn_2 < (aP) 1 < (a)yn = G

Por lo que G es indescomponible, ya que no puede expresarse como suma directa de subgrupos suyos.

" =’ Supongamos que A es indescomponible, por el corolario 5.11, que dice que un grupo finito
indescomponible es un p-grupo, tenemos que es un p—grupo, y solo resta ver que es ciclico.

Para esto, vamos a hacer induccién sobre n.

Sin =1, entonces A tiene orden primo, por lo que es isomorfo a Z,, (corolario 4.23) y, por tanto, es
ciclico.

En el caso general, por el lema anterior, A contiene un elemento a tal que |a| = Exp (A). Sean

B = (a) y C = A/B. Por la proposiciéon 5.6 (todo grupo abeliano finito y no nulo es una suma directa
de subgrupos indescomponibles), se tiene C = Cy @ ... & C}, para ciertos C1, ..., C indescomponibles.
Por hipotesis de induccion, cada Cj es ciclico. Es decir, existen z1, ...,z € A tales que C; = (x; + B)
para cada i, y por el lema anterior podemos suponer que |z;| = |z; + B| para cada i.

Entonces se tiene que A = B + (1) + ... + (x}). Vamos a ver que esta suma es directa.

Sean b € By my,...,mi € Z tales que b+ mixq + ... + mpzy = 0. Entonces

0=my (x1 + B) + ... + my (x, + B) y, por tanto, cada m; (z; + B) = 0. De aqui se deduce que m; es
multiplo de |x; + B| = |z;| y por tanto m;z; =0y b=0. Como A es indescomponible y B # 0, se
deduce que A = B = (a), por lo que A es ciclico y tenemos el resultado.

Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitos

Teorema 5.20

Todo grupo abeliano finito tiene una descomposicion invariante.

Demostracion

Sea A un grupo abeliano finito. Anadiendo sumandos triviales a una descomposiciéon primaria suya

tenemos
A= <a11>p?11 D...0 <a1m>p<111m S

<ak;1>p:k1 ®..oP <akm>pz‘km

para ciertos primos positivos distintos p; < p2 < ... < p;, y ciertos enteros a;; que satisfacen
;1 > .. > (67770 > 0, Vi = 1,...,]6.

Los «j; que valen 0 se corresponden con los sumandos triviales que hemos anadido para que en cada
fila de la descomposicion de A haya el mismo ntmero de sumandos.

12



Para obtener la descomposicién invariante basta con agrupar los sumandos por columnas. Entonces,
tenemos, para cada j =1,...,m

bj =ai;+ag;+...+ag;y d; :p?lj C _ka]’

Entonces, como las potencias de primos usadas son coprimas, tenemos que

<bj>d_ = <a1j>p'111j D...oP <akj> ok

j Py

Entonces

A= (b1)g, @ & (bi)g,

es una descomposicion invariante, ya que se tiene, por la definicion de los d;, que d;|d;—1, Vi =2, ..., k.

Teorema 5.24

Sea A un grupo abeliano finito. Entonces
1. Todas las descomposiciones primarias de A son semejantes

2. Todas las descomposiciones invariantes de A son semejantes
Demostracion

Hemos visto en la demostraciéon anterior como pasar de una descomposiciéon primaria a una
invariante. El proceso inverso es similar, basta tomar los 6rdenes, descomponerlos en factores
potencia de primo, ver el generador de cada subgrupo de estos érdenes y agrupar adecuadamente.

Por tanto, para demostrar el teorema basta demostrar una de las afirmaciones. Vamos a ver la
primera.

Sea
A= (@;":111410 D...0 (@;-n:klAkj>

.., . . Qi . . ..
una descomposicion primaria de A con |A;;| = p; ™ para ciertos enteros primos positivos
p1 < p2 < ... < pg y ciertos enteros positivos a;; con ;1 > ... > um; > 1 para cada i =1,..., k.

Obsérvese que para cada i = 1, ..., k se tiene
@i Aij = tp, (A)
por lo que estos subgrupos también estan determinados por A.
Por lo tanto, podemos limitarnos a demostrar la unicidad asumiendo que A es un p-grupo finito.
En esta situacion, dos descomposiciones primarias de A seran de la forma
A=A1®..0A, =B ®..0 B,

donde cada sumando es ciclico. Si ponemos |4;| = p® v |B;| = p%, se tiene g > ... >, y
b1 > ... > Bm. Vamos a ver, por induccién en i, que o; = 3;, Vi.

Obsérvese que p*' = Exp(A) = PP, por lo que tenemos el caso i = 1.
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Supongamos entonces que oj = 3;, Vj = 1,...,7 — 1 y veamos que «; = 3;. Podemos suponer sin
perder generalidad que o; < ;.

Observamos ahora que: si C es un grupo ciclico de orden p” y s € N, entonces se tiene
p’C =0 < s>r. Sis<r,entonces p°C es ciclico de orden p"~*.

Por tanto, si ponemos ¢ = p™, se tiene

qA ~ qA1® ... DgA;_1
~ (¢B1®..9q¢Bi—1)® (¢B;i & ... ® ¢Bp)

como gA1 ® ... D qA;_ 1y ¢B1 ® ... ® ¢B;_1 tienen el miso cardinal, deducimos que
qB; ® ... ® qB,, = 0. Esto quiere decir que 0 = ¢B; = p* B;, por lo que «; > ; y, asi, a; = ;.

Teorema 5.27
1. Todo grupo abeliano finito tiene una descomposicién primaria y una descomposicién invariante
2. Las siguientes condiciones son equivalentes para dos grupos abelianos finitos

a) Son isomorfos

(
(b

) Tienen descomposiciones primarias semejantes
(c) Tienen descomposiciones invariantes semejantes

(d) Tienen la misma lista de divisores elementales
(e) Tienen la misma lista de factores invariantes
Demostracién
Esto es practicamente un corolario de lo ya visto.

1. Todo grupo tiene una descomposicién primaria y toda descomposicién primaria puede dar lugar
a una descomposicion invariante.

2. a = b Evidente

b = aSi
A= (@;n:llAlj) b...P (@;nzklAkj> ~ (EB;-n:llBlj> D ... (@;n:lekj> =B — A~B

b <= c Es obvio porque una composicién primaria nos determina una invariante salvo
isomorfismos y viceversa

d <= e Es también obvio, ya que los factores invariantes vienen univocamente determinados
)

por los divisores elementales y los divisores elementales no son més que la factorizaciéon en

potencia de primos de los factores invariantes

¢ <= e Muy facil tambi¢n teniendo en cuenta que (). ~ (Zp, +)
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6 Grupos de Permutaciones

Tipo de una permutaciéon y sus propiedades
Teorema 6.5

Toda permutacion o # 1 de S, se puede expresar de forma tnica (salvo el orden) como producto de
ciclos disjuntos.

Demostracion

Razonamos por induccion en |M (o)|. Como o # 1, tenemos que |M (o)| > 2, con lo que el primer
caso M (o) = {i,75} lo que implica que o = (1 2).

Si 0 = 7y...7k, con T, ..., Ty, ciclos disjuntos, entonces M (o) = U¥_ M (7;) = {i,j}, de donde k = 1, y
tenemos la unicidad.

Supongamos que la propiedad se verifica para toda permutacién que mueve menos elementos que o.
Fijemos i € M (o) y definamos recursivamente ig =4, i; = o (i;—1).

Como los i; toman valores en un conjunto finito existiran 0 < j < k con 4; = 43, y tomamos el menor
J para el que existe un k£ con estas condiciones. Para este j tomamos el menor k que verifica i; = .

De hecho, j = 0, pues, en caso contrario, i;_1 = 0! (i) = ig_1.
Entonces i, ..., ix_1 son distintos y ig = ix = 0 (ix_1)-
Por tanto, 7 = (ig 41 ... ix_1) es un k—ciclo.

Definimos p € S, poniendo
. 7 st j € (io ilu-ik—l)
pG)=9".
o (j) en otro caso

Entonces p y 7 son disjuntas, pues si 7 mueve a j, entonces j € (ig 91...ix—1) y p no lo mueve. Y si p
mueve a j, entonces ocurre al contrario y 7 no lo mueve.

Es evidente, entonces, que p mueve tantos elementos como o, menos los que mueve 7. Es decir
[M (p)| = [M (o) = [M (7)| = |M ()] = k < |M (o)

Y, ademés, se tiene que

0(j) = {T(j) J € (io k1) _ o (i)

T(0(j)) otro caso
Es decir, que o = 7p.

Aplicando la hipétesis de inducciéon deducimos que p = py...p;, con py, ..., p; ciclos disjuntos dos a dos.
Ademas, son disjuntos con 7, pues, de no ser asi, no lo seria p.

Entonces ¢ = 7p;...p; es un producto de ciclos disjuntos.

Si fuera o = 71...7, con 1, ..., Ty, ciclos disjuntos, entonces i € M (7;) para un tnico j = 1,...,m.
Como los 7; conmutan por ser disjuntos, podemos suponer j = 1. Entonces

(i) =0 (i) =71 (d)
por lo que 7 = 71. Por lo que p = 7»...7,,. Usando de nuevo la hipotesis de induccién, tenemos la

unicidad de la factorizaciéon de p como producto de ciclos disjuntos, y deducimos la unicidad de la
factorizacién como producto de ciclos disjuntos de o.
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Proposicion 6.8
El orden de una permutacion es el mcm de las componentes de su tipo.

Demostraciéon

Sea o = T11...7% la factorizacién de una permutaciéon o como producto de ciclos disjuntos y sea s; la
longitud del ciclo 7;.

Sea m € N. Como los 7; conmutan entre si por ser disjuntos, se tiene
m o __ m m
o™ =1"..T

Por otra parte, para cada ¢ se tiene M (7;") C M (7;) y por tanto los /" son disjuntos.

Eso implica que ¢™ = 1 precisamente si 7" = 1, Vi, por la unicidad de la factorizacion, pero esto
sucede si, y solo si, s;|m, Vi o, lo que es lo mismo, si mem (s, ..., $m) |m.

Teorema 6.9

Dos elementos de .S,, son conjugados si tienen el mismo tipo. En consecuencia, cada clase de conjugacion
de S, esta formada por todos los elementos de un mismo tipo.

Demostraciéon
) 3 )
Sea una permutacion «. Para un s-ciclo 7 = (i1 i2...i5), se tiene que

si a7 (f) =ip—1

ara"t(j) = ar (a1 (j)) = o (i) Z
(J) ( (J)) {Oz (a*1 (])) =j si a1 (7) ¢ (i1 ig...15)

es decir, que
y es un s-ciclo.
Si 71, T son disjuntos, entonces también lo son aria”™! v ama™!, pues
—1/\ —1. . o . . ..
aria” - (j) = amna” (j) <= a(im) = a(izgm) < i1p = i2m — T1, T2 Do son disjuntos
Entonces, como se tiene, en general, que
o(r.m)at= (omoz_l) (om-koz_l)
esto quiere decir que dos elementos conjugados de .S,, tendran el mismo tipo.

’ < Supongamos que o, ¢’ tienen el mismo tipo. Entonces las descomposiciones de o, 0’ en
producto de ciclos disjuntos son de la forma ¢ = 7y...7; y 0/ = 7{...7/, donde 7;, 7/ tienen la misma
longitud.

Por tanto existen biyecciones o : M (1;) — M (7)) que conservan la estructura de los ciclos; es decir,
que si 7 = (j1...Js) y 71 = (41...5%), entonces «; (ji) = ji, Vt.

Ademés, como |M (o)| = |M (0')], existe una biyeccion 8 : N, \ M (o) = N, \ M (o).
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Sea ahora a € S, la biyeccion que se obtiene pegando las «; v 8. Es decir

o (x) = {ai () six e M(r)
B) sizgM(o)

Entonces, si € M (7]), esto quiere decir que z = j/ y o™ (z) = j
aria™ (2) = amia; ! (@) = ami (1) = @ (Jus1), ) = Gy, = 7 G0 = 7 (@)
Y siz & M (7]), entonces o~ (x) ¢ M (7;), y entonces
oria! (1) = a0~ (@) =2 = 7/ (2)

Y se tiene que 7} = at;a~!. Esto ocurre para todo i, por lo que ¢/ = aoca™! y tenemos el resultado.

Generadores de los Grupos Simétricos y Alternados

Esta proposicién no sale en la lista, pero no tiene mucho sentido. La pongo.

Proposicion 6.12
Para n > 2, los siguientes son conjuntos generadores de Sy,:
1. El conjunto de todos los ciclos

2. El conjunto de todas las trasposiciones

3. El conjunto de n — 1 transposiciones: {(1 2),(13),(14),....,(1n—-1),(1n)}

4. El conjunto de n — 1 transposiciones: {(1 2),(23),(34),...,(n—1n)}

5. El conjunto de una transposicion y un n—ciclo: {(12),(123..n—1n)}
Demostraciéon

1. Esto es cierto ya que toda permutaciéon puede ponerse como producto de ciclos disjuntos (teorema
6.5).

Para demostrar el resto de apartados basta comprobar que los elementos del conjunto dado en
cada apartado se expresan como productos de los elementos del conjunto del apartado siguiente

2. Cada ciclo o = (i1...i5) puede escribirse como producto de trasposiciones no disjuntas:
o= (i1 is) (i1 i5—1) ... (i1 i3) (11 92)
3. Dado o = (i j), entonces
(La)(1y)(Ld) =154 1i)=(J)
4. Dado j >2,seaa=(23)(34)...(j —1 j). Entonces
(12°%=a"1(12)a=23.5)"11223.5)=0Gj-1..43)(32)(123.5)=@Gj—1)..(43)(13...;
=i -1..06404.4)=..=0Gi-1D0Aj-1J)=(17)
5. Sean7=(12)yo=(12..n—1n).
Como o771 (1) = j y 6971 (2) = j + 1, entonces

ol trel Tl =0l (12)0t T =1 i+ D)ot T =i+ 1)
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Corolario 6.13

Sean p un numero primo y H un subgrupo de S,. Si H contiene una transposicién y un p—ciclo,
entonces H = 5.

Demostracion

Podemos suponer que H contiene a (1 2) y un p-ciclo o = (a1 as...ap). Podemos suponer que a; = 1
porque es un ciclo. Entonces, si a; = 2, se tiene que o'~! (1) = 2, y se tiene que o'~! = (1 2 b3...b).
Como p es primo, entonces i — 1, p son coprimos, y su mem es (i — 1) p, pues en caso contrario o1
seria la identidad. Si renombramos los b; = i, entonces tenemos que o'~ = (1 2 3...p), y llega hasta
el p por lo mencionado anteriormente, o' ~! lo podemos aplicar p veces hasta que nos dé la identidad,
por tanto ha de tener p elementos.

Entonces (1 2), (1 2...p) € H, por la proposiciéon anterior, estas dos permutaciones son generadores de
Sp, luego H = 5),.

Proposicién 6.20
Los siguientes son sistemas de generadores de A,,:

1. El conjunto de todos los productos de dos transposiciones, disjuntas o no

2. El conjunto de todos los 3—ciclos.
Demostracién

1. Sea o € A, entonces, como las trasposiciones son generadores de S, podemos escribir ¢ como
producto de trasposiciones. Ademés, Sg (o) = 1, porque esta en A,, y las trasposiciones tienen
signo -1. Como Sg (ab) = Sg(a) Sg (b), entonces o debe ser producto de una cantidad par de
trasposiciones, como queriamos ver.

2. Todos los 3-ciclos estan en A, porque son permutaciones pares. Entonces, usando 1. para
demostrar 2., solo hay que probar que cada producto de dos trasposiciones distintas se puede
escribir como producto de 3-ciclos, pero esto es cierto porque

(i 7) (@ k)= (i kj)
(@) (k) =0G1E) (k)
con 1, j, k,l son distintos dos a dos.

Teorema de Abel
Lema 6.23

Si un subgrupo normal H de A,, con n > 5, contiene un 3-ciclo, entonces H = A,,.

Demostracion

Sea o un 3—ciclo en H. Por la proposicion 6.20 (la anterior), basta ver que cualquier otro 3—ciclo ¢
estd en H. Sabemos por el teorema 6.9 que existe a € S,, tal que o/ = 0%, de modo que si a € Ay,
entonces o’ € H, por la normalidad de H en A,. Por tanto, podemos suponer que « es una
permutacion impar. Como o cambia solo 3 elementos y n > 5, existe una trasposicion 8 disjunta de
o, por lo que 0% = o. Por tanto

(0%
o = <O’ﬁ> =0%=0¢'

y como PBa esté en A, por ser el producto de dos permutaciones impares, la normalidad de H en A,
implica que ¢/ € H, como queriamos ver.
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Teorema de Abel (6.24)
Sin > 5, entonces A, es un grupo simple.
Demostracion

Supongamos que H # {1} es un subgrupo normal de A4,, y veamos que H = A,,. Por el lema anterior,
basta ver que H contiene un 3-ciclo.

Sea 1 # o € H tal que r = |M (0)| sea minimo, es decir, |M (a)| <7, V1 #a € H.

Ahora veremos que debe ser r = 3, por lo que ¢ serd un 3-ciclo en H y habremos terminado.
Sabemos que no puede ser 7 = 1, porque una permutacién no puede cambiar un dnico elemento.
Tampoco puede ser r = 2 porque todas las permutaciones de H son pares (H C Ay).
Supongamos, buscando una contradiccion, que r > 3. Se tienen dos posibilidades:

1. Que en la factorizacion de o en ciclos disjuntos, aparezca alguno de longitud > 3

Entonces, o debe cambiar al menor 5 elementos. Si solo cambiase 4, como en su factorizacién
aparece un ciclo de longitud > 3, entonces o debe ser un 4-ciclo, y seria impar#f. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad (porque al fin y al cabo aqui los niameros solo son
etiquetas), que 1,2,3,4,5 € M (o) y que alguno de los ciclos disjuntos que componen o es de la
forma (1 2 3...), con longitud al menos 3. Sea a = (3 4 5). Como o € A,, y H es normal en A,,
entonces 0® € H, y entonces B =0 10® € H.

Si o (i) = i, entonces ¢ > 5y, por tanto, « (i) = 4, y esto implica que [ (i) = i, por lo que
M (B) C M (o), y la inclusion es estricta, porque o (1) = 2, mientras que
B()=ctatoa(l)=ctlato(1)=c"tlat(2) =01 (2) =1

Por tanto, 5 € H cambia menos de r elementos, por lo que debe ser 5 = 1, por la eleccion de r.
Esto quiere decir que 0 = 0 = oca = ao. Pero esto no es cierto, porque

oa(2)=0(2)=3, ac(2) =a(3) =4#

Por tanto, esta primera posibilidad lleva a una contradiccion.
2. Que o sea producto de, al menos dos, trasposiciones disjuntas.

En este caso, reordenando los elementos de N,, podemos asumir que o = (1 2) (3 4) ... (puede
haber més trasposiciones en el producto o no).

Sea, de nuevo, o = (3 4 5). Como antes, tomamos 3 =0 16* € H. Sii #5y o (i) =1,
entonces i # 3,4,5 y, por tanto, « (i) = ¢, de donde se sigue que 3 (i) = 4, por lo que
M (8) C M (o) U{5}.

Pero f(1) = o laloa(l)=ctalo(1)=cta 1 (2) =071 (2) =1y
B2)=ctatoa(2)=c"ta o (2) =0 ta"t (1) =071 (1) = 2, luego § fija 1 y 2. Sin
embargo o los mueve. Por tanto, § cambia menor de r elementos y debe ser § = 1, de nuevo se
tiene que cax = ao. Pero

ca(3)=0(4) =3 a0 (3)=a(4) =5#

Y, de nuevo, llegamos a una contradiccion.

Por tanto, ha de ser r = 3, por lo que hay un 3-ciclo en H y el lema anterior nos da el resultado.
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