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1 Conceptos basicos de Teoria de Grafos

1.1 Grafos dirigidos y no dirigidos

Un grafo representa las relaciones entre un conjunto de objetos con respecto a una cierta caracteristica.
El conjunto de objetos (vértices o nodos) se representa por V. Para indicar como se relacionan, se
toma X CV xV :(i,j) € X = i esta relacionado con j.

Un grafo no dirigido es aquel en que la relaciéon es simétrica:

(1,7) e X = (j,i) e X

y en este caso los elementos de X se denominan ejes.
Un grafo dirigido es aquel en que la relaciéon no es simétrica, y los elementos de X se denominan

arcos.

Definition 1.1. Dado un grafo G = (V, E) se denomina orden de G al namero de vértices,
|V|, y tamano de G al ntimero de ejes, |E|.

Un eje de la forma (i,4) se denomina bucle.

En ocasiones, pueden haber varios ejes conectando los mismos pares de vértices, estos ejes
se denominan ejes paralelos. En caso de tener ejes paralelos, se dice que el grafo es un
multigrafo.

Definition 1.2. Un grafo simple es un grafo sin ejes paralelos ni bucles.

A partir de ahora, mientras no se diga lo contrarioo, consideraremos grafos simples no dirigidos.

1.2 Algunos tipos de grafos. Subgrafos
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Definition 1.3. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido:

e Se llama grafo complementario de G al grafo G¢ = (V, E°) donde
EC={(i,5) e VxVI]i#3,(i,5) ¢ E}

e Se dice que G es completo si Vi,j € V,i # j = (i,j) € E. Se denota K, al grafo
completo de orden n, y tiene tamaifio (g)

e (G es bipartito si se puede particionar el conjunto de vértices V' en dos subconjuntos
disjuntos V = V3 U V,, V1 NV, = () tales que

V(i,j)e E = {ie€Vi,j€VoobienieVajeVi}

se denota K, ., al grafo completo bipartito con |Vi| = n, |V2| = m, tiene tamaiio n - m




Definition 1.4. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido.
e G'=(V',E) esunsubgrafode GsiV' CcVy E Cc ENn(V' xV/)
e Si V' =V se dice que G’ es un subgrafo generador de G

e Si V' C V, el subgrafo de G inducido por V' es el grafo

Gy = (V/,EV/) , Byr=EnN (V/ X V/)

Definition 1.5. Un cliqué es un subgrafo completo de G. Un cliqué se dice maximal si no
esta contenido en ningun otro cliqué de G

Definition 1.6. Dos grafos simples G = (V, E), G’ = (V',E’) son isomorfos si existe una
biyeccién
o: V=V
que verifica
Vu,v €V, (u,v) € E < (¢ (u),p()) € E

En tal caso, ¢ es un isomorfismo de grafos

1.3 Grado de incidencia
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Definition 1.7. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y e = (4, j) € F, entonces se dice que:
e i, 7 son vértices extremos del eje e
e ¢l eje e es incidente a los vértices 1, j

e los vértices 7,7 son adyacentes entre si

Definition 1.8. Se define el grado de un vértice v, o (v) como el nimero de ejes incidentes
av.

Un nodo de grado 0 se dice que es aislado.

Un nodo de grado 1 se dice que es hoja.

El tnico eje incidente a una hoja se dice que es un eje colgante

Dado un grafo G, denotaremos
d¢ =min{o(v):v € G}
Ag =max{o(v):v € G}

Definition 1.9. Dado un grafo G, la secuencia formada por los grados de los vértices de G
ordenados de forma decreciente se denomina secuencia de grados de G

Definition 1.10. Un grafo se dice regular si todos los vértices tienen el mismo grado




Theorem 1.11. La suma de los grados de los vértices de un grado es igual al doble del tamamno

del grafo
Z o(v)=2-m

veV

Proof. Si m es el tamano del grafo, entonces hay m ejes, cada uno conectado a los dos nodos. Por
tanto, al hacer la suma contamos dos veces cada eje O

Corollary 1.12. Todo grafo tiene un nimero par de nodos de grado impar

Proof. Por el teorema anterior tenemos que
Z o(v) =2m
veV
y esta suma puede descomponerse como
Z o(v) + Z o(v) = o(v) + 2k
veV,o(v) impar veV,o(v) par veV,o(v) impar

O sea

Yo o) =2(m—k) =2k

veV,o(v) impar

Y tenemos una suma de nimeros impares, cuyo resultado es par. Pero esto quiere decir que debe haber
una cantidad par de sumandos O

1.3.1 Secuencia grafica

Una secuencia S = (dy, ..., d,,) decreciente de enteros no negativos es una secuencia grafica si existe
un grafo simple G cuya secuencia de grados es S.
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Theorem 1.13. Erdos y Gallas.
Sea S = (dy, ...,dy) una secuencia decreciente de enteros no negativos.
S es una secuencia grdfica si, y solo si, > ., d; es pary

k n
Y di<k(k—1)+ ) min{k,d;}
i=1 i=k+1
para cada 1 <k <n-—1
Proof. [ = ] Tenemos en cuenta los k primeros nodos. Entre ellos hay, a lo sumo, (g) = k(k; D) ejes,

luego la suma de los grados de este subgrafo esta acotada por el doble, &k (k — 1).
Ahora bien, el nodo k44 se une, como mucho, a k nodos entre los k primeros, o a dgy; si dg1; < k.
Por tanto, se tiene la desigualdad:

k n
d di<k(k-1)+ ) min{k,d;}
=1 i=k+1

[ <= | Necesitamos unas definiciones previas:



Subrealizaciéon: dado S = (dy, ..., d,) una subrealizaciéon es un grafo G = (V, ES) ,V={1,...,n} tal
que o (i) < d;, Vi

Conjunto independiente: X C V es independiente si Vv,w € X, (v,w) ¢ E
Entorno: dado v € V un entorno es el conjunto N (v) ={u € V : (v,u) € E}

Indice critico: dada una subrealizaciéon G = (V, ES ), el indice critico es el mayor indice h tal que
diZO(i), Vi < h

Proof. Y se define el siguiente algoritmo: O
e Paso inicial:
ES=0,h=1, G= (V, ES) es subrealizacion de S
SiS=(0,..,0), FIN
e Paso general:
G = (V, ES ) es la subrealizacién actual, h indice critico.

X ={h+1,...,n} es independiente, porque en el paso inicial lo es (obvio) y en los siguiente no
modificamos la independencia.

Se verifica
di—o(i)=0Vi<h

dh—0<h)>0

Aplicando cada uno de los siguientes pasos conseguiremos reducir d — o (h) sin alterar d; —
0 (i), i < h. Cuando ninguno de los casos sea aplicable, veremos que d, = o (h).

Los casos son:
1. Supongamos que Ji ¢ N (h) : 0(i) < d;, entonces hacemos
ES = ESU{(i,h)}
2. Supongamos que Ji < h:i ¢ N (h). Entonces
o(i)=di>dp>0(h) = FveN(3G):v¢ N (h)

y se pueden dar dos subcasos:
(a) Sidp—o(h)> 2, hacemos

ES = (BS\ {(i,v)}) U{(i,h), (v, h)}
@ ©
o

(b) Sidp, —o(h) =1, como Y i, d; es par por hipotesis y > ;" ; 0(i) es par por ser un
subgrafo, entonces » . ; d; — > ", 0(i) es par, y se tiene que

k> h:dp > o(k)

y obtenemos dos nuevos subcasos:



i. Sik¢ N (h) = Caso 1
ii. Si k€ N (h), hacemos

= BS\ {(i,0) (0, K)} U {(i, ) , (v, 1)}

@ §

vV

3. 1,...h—1&€ N (h) y 3k > h tal que o(k) # min {dy, h}. Entonces o (k) < di, porque G°

es subrealizacion y o (k) < h porque X = {h +1,...,n} es independiente, como se ilustra:

Ademas, o (k) < h pues o (k) # min {dg, h} por hipotesis del caso 3.
Surgen dos subcasos:

(a) Sik ¢ N (h) = Paso 1

(b) Sik € N (h), entonces o (h) > h pues por hipdtesis del caso 3, h esta conectado con los
h — 1 nodos anteriores, y ahora con el k. O sea

o(h) > h>o(k)
Por tanto, 3i < h:i ¢ N (k).
Ademas, o (i) = d; > dp, > o(h) por lo que Ju € N (i) : u ¢ N (h). Hacemos

E® == B¥\ {(i,u)} U{(i, k), (h,u)}




4. Supongamos que 1,....,h —1€ N (h)y 3i,j < h: (i,7) ¢ ES. Entonces
o(i)=d; >dp>0(h) = Jue N()\N(h)

0(j)=dj>dp>o0(h) = Jwe N(j)\N(h)

hacemos
ES := E°\ {(i,u), (j,w)} U{(i,4), (u, h)}

D —— W

@

Supongamos ahora que no se da ninguno de los casos 1-4.

— Si no se da 2, entonces todos los nodos conectan al vy,

— Sino se da 4, entonces todos los nodos entre 1 y h — 1 estan conectados entre si. O sea, el
subgrafo inducido por {1,...,h} es completo.

— Sino se da 3, Yk > h, o(k) = min {h,d;}, entonces

n n h
do(iy=hh-1)+ > o@)=h(h—1)+ Y min{hd}>> di = o(h)=dp
=1 i=h+1 i=h+1 =1

donde x se debe a que X es independiente, por lo que Vi > h, o(i) se corresponde con el
nimero de conexiones con {1,...,h}, y ** es por hipotesis.

Asi, obtenemos que d ya no es indice critico, por lo que avanzariamos el paso.

Theorem 1.14. Havel y Hakimi
Sea S = (dy,...,dy) una secuencia decreciente de enteros no negativos con n > 2 y d; > 1.
Entonces, S es una secuencia grifica si, y solo si, la secuencia

S' = (dy—1,d3 — 1, ..., day 41 — 1,dgy 42, .., dn)

es grdfica

Proof. [ <= 15" grafica — 3G’ = (V' E’), V' ={2,...,n} cuya secuencia de grados es S’. Anadimos
un nuevo nodo llamado 1 y lo conectamos con {2, ...,d; + 1}, obteniendo un grafo G con secuencia de
grados S, luego S es grafica.



[ = | Supongamos que S es grafica. Sea G tal que S es secuencia de grados de G y ZjeN(l) d; es

maxima.

Afirmamos que 1 es adyacente a nodos de grados da, ..., dg, +1-
Supongamos que no es asi. Entonces, como o (1) = d, existirian i < j tales que

JEN), i ¢ N(1), o(i) = di > dj = 0(j)

Como o0 (i) > o0(j) = Jk € N (i) \ N (j).

Consideremos G = (V, E) donde E = E\ {(1,), (i,k)} U{(1,4), (k,5)}:
G tiene secuencia de grados Sy Zjeﬁ(l) d; > ZjEN(l) d;# lo que contradice la maximalidad de

Por tanto, en G, 1 es adyacente a nodos de grados {da, ..., dg, +1}
Haciendo G’ = G\ {1} obtenemos un grafo de orden n — 1 y secuencia S’ O

Algoritmo de Havel-Hakimi

Dada una secuencia decreciente de enteros no negativos S = (dy, ..., d,) que queremos saber si
es secuencia grafica:

1) Si > d; es impar = FIN, no es secuencia grafica

Si max (d;) = 0 = FIN, es secuencia grafica

Si no, ir a 2)

2) Si S = (d,...,dp), hacer S = (d2 — 1,ds — 1, ...,dg, +1 — 1,dg, +2, ..., dn) y volver a 1)

1.4 Caminos y ciclos
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Definition 1.15. Dado un grafo G = (V, E), un paseo que une vy y v de V es una secuencia
de la forma
Vp€1U1€2...V_1€LVE

donde cada e; € E es un eje incidente a v;—1 y v;.

La longitud del paseo es el namero de ejes, k

Si vg = vy, el paseo se dice que es cerrado

Si todos los ejes son distintos el paseo se dice simple

Un paseo simple en el que todos los nodos intermedios son distintos se denomina camino
Un camino cerrado se denomina ciclo

Proposition 1.16. Todo paseo entre dos vértices contiene un camino entre dichos vértices




Proof. Sea el paseo vy...vg.
Si es un camino, fin.
Si no es un camino, entonces Jw € V tal que el camino puede escribirse como

V1. W... W... Vg

Llamamos v = w...w el paseo interior que une w consigo mismo y lo eliminamos del paseo original,
quedando
V... W.. Vg

Reiterando esto hasta que no quede ningin w de esta forma, lo tenemos.
Y esto sucede en algiin momento, pues el paseo es finito. O

[ Proposition 1.17. Cualquier paseo cerrado de longitud impar contiene un ciclo ]

Proof. Sea un paseo cerrado v = vy...w...w...vy = v, donde w esta ahi asi porque el paseo cerrado no
es un camino cerrado, si lo fuera seria un ciclo.
Si no es un ciclo, podemos reordenar el paseo, expresandolo como

W...V1 ... WU... V... W

Hacemos ahora a = w...v1...w, b = u...vg...w.

Como el paseo es de longitud impar, entonces a o b es de longitud impar. Tomamos el que sea de
longitud impar. Si es un ciclo, fin. Si no es un ciclo, repetimos el proceso.

Al final se llega a un ciclo (el paseo es finito), como minimo, de longitud 3 (pues ha de ser impar y
un ciclo tiene longitud al menos 2) O

1.5 Representaciones matriciales de grafos

1.5.1 Matriz de adyacencia

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido con V = {1,...,n}. La matriz de adyacencia A = (a;;) es la
matriz cuadrada de orden n definida como

1 si(1,5) €FE
%,:{ (i.9)

0 en otro caso

Theorem 1.18. Sea A la matriz de adyacencia de un grafo no dirigido G.
Para cada k > 1 entero, la matriz A* representa la cantidad de paseos de longitud k que hay
entre cada par de vértices

Proof. Por induccion:
Para k = 1, se verifica por definicién de matriz de adyacencia.
Supongamos que se verifica para k — 1 y la hipotesis de induccion.
Entonces
A=A . AR

es decir

(Ak’)ij - hﬁ::laiha%—l]

10



Donde a;;, indica la cantidad de paseos de i a h de longitud 1 (caso k = 1) y a%ﬁj_u la cantidad de

paseos de h a j de tamafio k—1 (por la hipotesis de induccion). Por tanto, su multiplicacion representa
la cantidad de paseos de i a j que pasan por h. Y la suma en h de estas cantidades nos da la cantidad
total de paseos desde 7 hasta j, lo que prueba el enunciado. O
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2 Conectividad en grafos

2.1 Conexiéon. Componentes conexas

Definition 2.1. Dado un grafo G = (V, E), dos vértices u,v € V se dice que estan conectados
si existe un camino uniendo los vértices u y v.

Un grafo es conexo si cada par de vértices estdn conectados entre si, en caso contrario se dice
disconexo. El grafo trivial se considera conexo.

Definition 2.2. Dado un grafo G = (V,E) y V' C V, el subgrafo inducido Gy es una com-
ponente conexa de G si:

e (G es conexo

o ' es maximal verificando la condicién anterior

Obsérvese que un grafo es conexo si solo tiene una componente conexa.

Proposition 2.3. Sea G un grafo de orden n y tamano m. Si G es un grafo conexo, entonces
m>n—1

Proof. Un grafo conexo tiene una componente conexa. Comenzamos con el grafo con los nodos y sin

ejes

@
L ®
(»

Cada eje que anadimos, a lo sumo elimina una componente conexa, cuando al anadirlo une dos
componentes conexas distintas.
Como partimos de n componentes conexas, necesitamos, como minimo, anadir n — 1 ejes O

Definition 2.4. Sea G = (V, E) un grafo conexo de orden n. Sean u,v € V.
e Un camino entre u y v de longitud minima se dice que es una geodésica entre u y v

e Se define la distancia entre u y v, d (u,v) como la longitud de cualquier geodésica entre
Uy v

e Se define el diametro de G, diam (G), como el maximo de las distancias entre todos los
pares de vértices

Theorem 2.5. Sea G un grafo de orden al menos 3. G es conexo si, y solo si, contiene dos
vértices u y v tales que G —u y G — v son conexos

Nota: G — u es el grafo inducido por V' \ {u}.

12



Proof. [ <= ] Demostraremos que para cada par de vértices i,j € V, existe un paseo entre ellos.

e Si {i,j} # {u,v}, podemos suponer que ambos son distintos de u. Como G — u es conexo,
entonces i, j estan conectados en G — u = estan conectados en G

e Si{i,j}={u,v}, comon >3 = FJw # u,v. Como G —u es conexo, existe un camino P; entre
wy ven G —u. Andlogamente, existe un camino P, entre w y u en G — v. Concatenando —P;
con P, obtenemos un camino entre v y u
[ = ] Supongamos que G = (V, E) es conexo. Sean u,v € V tales que d(u,v) = diam (G), |G —
u, G — v conexos?
Lo vemos para G — u:
Dados i, j # u, como G es conexo, tenemos que 4, v estan conectados en G y v, j también.
Consideremos P; la geodésica entre i, v, entonces u ¢ P;, ya que, si fuera u € Pj, entonces seria
d(i,v) > d(u,v) = diam (G) #
De igual forma, consideramos P; la geodésica entre v, j y se tiene u ¢ P, por la misma razén que
antes.
Asi, PiP; es un paseo de i a j en G — u, y este es conexo.
De igual forma para G — v OJ

2.2 Obtencién de las componentes conexas

2.2.1 Mediante las potencias de la matriz de adyacencia

Proposition 2.6. Sea A la matriz de adyacencia de un grafo G. Consideremos

Los nodos i, j estdn en la misma componente conexa si, y solo si, a;; > 0

Proof. Notese que d (i,7) <n—1
[=>] Sii,j estan en la misma componente conexa, existe un paseo que los conecta. Si el paseo
tiene longitud k£ <mn — 1, se tendréa a[ ] >1 = a;>0

[ <= Sia;; > 0, entonces para algun k < n—1, se tiene a[ BN 0, luego i, j estan conectados, y
deben estar en la misma componente conexa O

2.2.2 Breadth-first search - Blisqueda primero en anchura

Se recorre el grafo comenzando en un nodo, y recorriendo todos sus vecinos. Luego se recorren los
vecinos de sus vecinos, etc

’2J n 4““
f'é./f&i\ e
\¢ J

@\.

\
J;—.’
f

(.
b
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Algoritmo BFS para computar el nimero de componentes conexas
Sea G = (V, E) un grafo simple
Paso inicial

e X = () es el conjunto de nodos visitados

e h =1, el indice de las componentes conexas
Paso 1

e Tomamos v € V\ X

e Hacemos C (h) = {v}, m, =v

e Tomamos i (v) =0, i =0
Paso 2

e Tomamos u € C' (h) \ X con i (u) = i. Si no existe tal nodo, ir al Paso 4
Paso 3

e Paratodow € N (u)\C (h), hacemos i (w) =i (u)+1, C (h) = C (h)U{w}, X = XU{u}.
Volver al Paso 2

Paso 4

e Si C'(h) C X, hemos completado la componente C (h). Para cada u € C (h), i(u) =
d (Th, u)

— Si X =V, FIN. Se han encontrado todas las componentes conexas.

— Sino, hacer h =h+ 1 e ir al Paso 1

e Sino, hacer i =i+ 1 e ir al Paso 2

2.2.3 Depth-first search - Btisqueda primero en profundidad

Se recorre un grafo eligiendo un nodo, y se exploran sucesivamente nodos adyacentes al nodo anterior
que no hayan sido previamente explorados. Cuando un nodo no tiene nodos adyacentes que no hayan
sido explorados se vuelve a su predecesor y se continda el procedimiento explorando otro nodo adyacente
a este que no haya sido previamente explorado.

14



Algoritmo DFS para computar el niimero de componentes conexas
Sea G = (V, E) un grafo simple
Paso Inicial

e X = () es el conjunto de nodos visitados

e h =1, el indice de las componentes conexas
Paso 1

e Tomamos v € V\ X

e Hacemos C' (h) ={v}, u=v, p(u)=v
Paso 2

o SiN (u)\{p(u)} C X, hacemos X = XU{u} (el nodo u ha sido completamente explorado).
Ir al Paso 3

e Sino,seaw € N (u) \ X, w # p(u). Hacemos C (h) = C (h) U{w}. Hacemos p (w) = u.
Volver al Paso 2

Paso 3
e Si u = v, se ha completado la componente conexa C' (h)

— Si X =V, FIN. Se han encontrado todas las componentes conexas

— Sino, hacer h =h + 1 e ir al Paso 1

e Siwu # v, hacer u = p (u) y volver al paso 2

2.3 Conjuntos separadores

Dado un grafo G = (V, E) y sean V' C V, E' C E. Denotamos por

e G — V' al subgrafo de G inducido por V \ V' es decir, el resultante de eliminar todos los
nodos de V' y los ejes de E incidentes a algin nodo de V'

e G — F’' al subgrafo generador de G resultante de eliminar los ejes de E’

2.3.1 Conjuntos separadores de vértices. Vértices de corte

Definition 2.7. Sea G = (V, E) un grafo conexo.

e Un conjunto de vértices V' C V se dice que es un conjunto separador de vértices de
G si G — V' es disconexo.

Si |[V'| = k se dice que es un conjunto k-separador

e Un vértice v € V es un vértice de corte de G si {v} es un conjunto separador de vértices

de G
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Theorem 2.8. Sea G un grafo conexo de orden mayor o igual que 3.
Un vértice u es un vértice de corte de G si, y solo si, existen dos vértices v,w distintos de u
tales que cualquier camino de v a w pasa por u

Proof. | <= ] Si eliminamos u rompemos todos los caminos de v a w en G—u = G —u disconexo =
u vértice de corte

[ = ]G — u disconexo = i, j no conectados en G — u.

Como i, j estan conectados en G (conexo), si existiera un camino P entre ¢ y j que no pasa por u,
al quitar u ese camino no se veria alterado, por lo que i, j seguirfan conectados en G — u.

Esto quiere decir que para todo camino P entre ¢ y j, P debe pasar por u O

Theorem 2.9. Un grafo conexo con al menos dos vértices contiene al menos dos vértices que
no son vértices de corte

Proof. Es un corolario del teorema 2.5
G conexo = hay dos nodos u, v tales que G — u y G — v son conexos = u, v no son vértices de
corte O

2.3.2 Conjuntos separadores de ejes. Puentes

Definition 2.10. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido, y sea ) £ V' C V.

Denotamos por [V/, V' \ V'] al conjunto de ejes de E que son incidentes a un vértice de V' y otro
de V'\ V'. Estos conjuntos de ejes se denominan corte.

Un corte de cardinal k se denomina k—corte

Un eje e se dice que es un eje de corte si {e} es un corte

Definition 2.11. Sea G = (V, E) un grafo conexo.

Un conjunto de ejes E' C E se dice que es un conjunto separador de ejes de G si G — E’ es
disconexo

Un eje e se dice que es un puente si {e} es un conjunto separador de ejes

Proposition 2.12. Todo corte es un conjunto separador de ejes

Proof. Tomamos E' =[S,V \ S]. En G— E’, Sy V\ S no estan conectados. O

Notese que el reciproco no es cierto, ya que un conjunto separador de ejes puede tener mas ejes de
los necesarios.

Proposition 2.13. Todo conjunto separador de ejes contiene un corte

Proof. Si E' es un conjunto separador de ejes, entonces G — E’ es disconexo.
Sea Vj una componente conexa de G — E’, entonces [V1,V \ V4] es un corte de G contenido en
E’ O
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Como consecuencia de estos dos resultados, los conceptos de puente y eje de corte son equivalentes.
Ademés, obsérvese que si e es un puente, entonces G — e tiene exactamente dos componentes
conexas. Sin embargo, un corte puede dar lugar a mas componentes conexas.

,

Definition 2.14. Un corte X de un grafo conexo G es minimal si no existe Y C X tal que Y
es un corte de G.
Un corte minimo de un grafo G es un corte cuyo cardinal es minimo entre todos los cortes de

G

Proposition 2.15. Si X es un corte minimal de un grafo conexro G, entonces G — X tiene
exactamente dos componentes coneras

Proof. Si tiene més de dos componentes conexas, entonces existe un eje e = (,j) coni € S, j € V\ S
de forma que al anadir ese eje, eliminamos una componente conexa, pero el grafo seguiria siendo
disconexo. Por tanto, el corte[S U {j},V \ (SU{j})] esta contenido estrictamente en el corte inicial,
y este no es minimal. O

Vamos ahora a ver una serie de resultados que caracterizan los puentes de un grafo conexo.

Theorem 2.16. Sea G un grafo conexo. Un eje e es un puente de G si, y solo si, existen
vértices u y v tales que e estd contenido en cualquier camino de v a v en G

Proof. | = ] Supongamos que e = (u, v) es un puente. Supongamos que existe un camino P conectando
u,v tal que e ¢ P. En tal caso, al quitar e, u y v siguen eoncetados por P, por lo que G — e sigue
siendo conexo#

[ <] De ser asi, al eliminar e se rompen todos los cmainos entre u y v. En G — e, u,v no estan
conectados, por lo que G — e es disconexo y e es un puente O

Theorem 2.17. Un eje e es un puente de un grafo conexo G si, y solo si, no pertenece a ningun

ciclo de G

Proof. [ =] Si e es un puente, entonces es un eje de corte

Si e estuviera en un ciclo, habria, al menos, otro eje en el corte

[ < | Supongamos que e = (u,v) no es un puente. Entonces G — e seria conexo. Por tanto, existe
un camino P conectando u y v con e ¢ P, pero entonces P U {e} es un ciclo.

=4

Corollary 2.18. Si G es un grafo simple conexo y sin ciclos, entonces cada eje es un puente
de G
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2.4 Conectividad. k-conexién

Definition 2.19. Sea G un grafo conexo no completo. La conectividad de G, k (G) es el
menor indice k para el que existe un conjunto k-separador de vértices

Por convenio, si G es disconexo o trivial, x (G) = 0.
Si G es un grafo completo, k (G) =n — 1.

Definition 2.20. Un grafo se dice k-conexo si x (G) > k

Definition 2.21. Sea G un grafo conexo. La conectividad por ejes de G, A (G) es el menor
indice k para el que existe un conjunto k-separador de ejes

Por convenio, si G es disconexo o trivial, A (G) = 0.
Si G es conexo y tiene un puente, A (G) = 1.

[ Definition 2.22. Un grafo se dice k-conexo por ejes si A (G) > k

[ Proposition 2.23. Dado n > 1, se verifica A (K,) =n—1

Proof. Para verlo:

e )\ (K,) <n—1: sea E' el conjunto de ejes incidentes a un nodov € V. Comoo (v) =n—1, Vv € V,
entonces |E'| =n —1y G — E’ es disconexo.

e \(K,)>n—1:sea F un corte minimo, E' = [V', V' \ V'], supongamos que |[V/| =¢,1 < ¢ <
n—1

Entonces, como estamos en K, todos los nodos de V' conectan con todos los de V' \ V', luego
[E'l=q-(n—q)

—¢21 = (¢-1)=0
- q¢g<n—-1= (n—q—1)>0

Por tanto
(g—1)(n—q—-1)>0

por lo que es
qgn—q-1)-n—-q-1)>20 = q(n—q¢)—q¢—(n—-1)+¢>0 =

= qgn—q¢—-—n-1)>0 = gq(n—q¢)>2n—-1 = ‘E"Zn—l

Theorem 2.24. Sea G un grafo conexo. Entonces

k(G) <X (G)<(G)

18




Proof. Vamos a ver primero que A (G) < §(G):
Sea v tal que o(v) = § (G) y sea E’ el conjunto de los vértices incidentes a v = |E'| =6 (G), y
E’ es un conjunto separador de ejes, luego

AMG)<|E'=6(G)
Y ahora vemos que k (G) < A (G)
e Si GG es disconexo o trivial, kK (G) = A (G) =0
o Si G es completo k (G) = A(G) =n — 1

e Supongamos que G es conexo no completo, con n > 3. Sea X un corte minimo de G:
X| = A(G) <6(g) <n—2

Por la proposicion 2.15, como X es minimo, G — X tiene dos componentes conexas Vi, Vo que
podemos suponer que verifican

Vil=gq, Vo| =n—¢q, 1<qg<n-1
Y vemos dos posibles casos:
— Si en G todo vértice de V; es adyacente a todo vértice de Vo, entonces
X|=q(n—q)>n—1#

lo que es una contradiccion, por .

— Existen u € V1, v € V5 no adyacentes en G. Construimos V' del siguiente modo: para cada
e € X, si u es incidente a e, anadimos a V' el otro extremo de e. Si v es incidente a e,
anadimos a V' el otro extremo de e. Si e no es incidente ni a « ni a v, anadimos a V' uno
de los extremos de e. De esta forma

V| <1X]

* Yen G-V’ uyvno estan conectados, porque
- No son adyacentes
- Los ejes que llevan u a V5 estan rotos

- Los ejes que llevan v a Vj estan rotos
Por tanto, V' es un conjunto separador, por lo que

K (G) < V| <|1X|=A(G)
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2.4.1 Teorema de Menger

Definition 2.25. Sea G = (V, E) un grafo conexo no dirigido. Un conjunto de vértices S separa
dos vértices u,v si G — S es disconexo y u, v pertenecen a distintas componentes conexas.

Definition 2.26. Una coleccion de caminos {P,..., P,} conectando u y v se dice que son
internamente disjuntos si cada par de estos caminos no tienen otros vértices en comtin mas
que u y v

Theorem 2.27. De Menger
Sean u,v dos vértices no adyacentes en un grafo G. El cardinal de un conjunto de menor tamarno
que separa u Yy v coincide con el mdzximo numero de caminos entre u y v internamente disjuntos

en G

Proposition 2.28. (Ejercicio 2.11)
Sea G = (V, E) un grafo k-conezo y e € E un eje de G. Entonces G — e es (k — 1)-conexo

Proof. Sik(G—e)<k—1 = 3SCV, |S|<k—1tal que (G —e)— S es disconexo.
Pero entonces, suponiendo e = (u, v)

SU{u} o SU{v}

es conjunto separador de G, con |S U {u}| < k#, contradiccion, pues G es k-conexo. O]

Theorem 2.29. Un grafo G = (V,E) es k-conezo si, y solo si, para cada par de vértices
u#v eV hay en G al menos k caminos internamente disjuntos entre u y v

Proof. | =] O

e Si G = K,, se tiene K (G) =n — 1, y si i ~ j, entonces tenemos los caminos (i,5) y Vk # 4,7 el
(i,k,j), en total hay n — 1 caminos internamente disjuntos

e Sea (G k-conexo no completo. Sean v # v € V. Entonces

— Si no son adyacentes, sea U el conjunto de menor tamano que separa vy v. Como G — U

es disconexo, se tiene
Ul 2 k(G) =k

y por el teorema de Menger hay al menos k£ caminos internamente disjuntos entre u y v en

G

— Si (u,v) € E, como G es k-conexo, entonces G — e es (k — 1) — conero, y entonces hay al
menos k — 1 internamente disjuntos entre u y v en G —e (y en (), aplicando el caso anterior.
Afiadiendo el camino e en G tenemos, al menos, k caminos internamente disjuntos entre u
yvenG

20



[ < | Supongamos que Yu,v € V, (%) Ik caminos internamente disjuntos entre v y v en G
Sea S un conjunto separador de vértices de menor tamano, |S| = k (G).
Como G — S es disconexo, sean u,v dos vértices en distintas componentes conexas de G — S.

Entonces S separa u y v.
Por (x) y el teorema de Menger, debe ser

k(G)=1S|>k
luego G es k-conexo.

2.4.2 Resultados para conectividad por ejes

Un conjunto X C FE separa dos vértices u,v si G — X es disconexo y u,v estan en distintas
componentes conexas de G — X.

Theorem 2.30. Sean u,v dos vértices de un grafo conero G. El minimo nimero de ejes que
separan u,v es igual al mdximo nimero de caminos en G, sin ejes comunes, uniendo u,v

Theorem 2.31. Un grafo G = (V, E) es k-conexo por ejes si, y solo si, para cada par de vértices
u#v €€V, hay en G al menos k caminos sin ejes comunes entre u y v, disjuntos entre u y v
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3 Arboles

Definition 3.1. Un grafo G = (V, E) es un arbol si es conexo y no contiene ciclos
Un arbol generador de un grafo es un subgrafo parcial conexo y sin ciclos

Un bosque es un grafo sin ciclos

En un arbol, los nodos con grado de incidencia 1 se denominan hojas

Theorem 3.2. Caracterizacion de drboles
Sea G = (V, E). Son equivalentes:

1. G es conexo y sin ciclos

Entre cada par de vértices distintos de V existe un unico camino
G es conexoym=mn—1

G no contiene ciclos ym=mn—1

G estd minimalmente conectado

S & e

G no contiene ciclos y si anadimos una arista entre dos vértices no adyacentes cualesquiera
de V, el grafo resultante contiene un unico ciclo

Proof. Veamos todas las implicaciones:

[l = 2] Como G es conexo, entre cada par de vértices distintos de V', existe un camino que los
une. ;Es tinico?

Supongamos que no lo es, entonces tenemos los caminos

V1...V3Vi41 ...’Ujflvj WUE

k *
'Ul...'L)Z'Ui+1...vj_1?_]j...vk

luego hay un ciclo entre v;y v;# El camino debe ser tnico.
[2 = 3] Es conexo porque todos los vértices estan conectados entre si.
Para ver que m = n — 1, hacemos induccién sobre n:

e n=1: obvio v

e n = 2: el grafo solo puede ser Ko, luego n =2,m =1v
Supongamos que se verifica para los grafos de orden< k y la hipétesis de induccion.
Entonces, si tenemos un grafo de orden k verificando (2), quitamos un eje, y quedan dos com-

ponentes conexas de 6rdenes ni,no con ni + ng = n. Por induccion, se tiene que my =n; — 1y
ma = na — 1 luego el grafo inicial tiene tamano

m=mi+mo+1l=n1—-14+n—-1+1=n—-1v

[3 = 4] Solo hay que ver que G no tiene ciclos.

Supongamos que tiene algin ciclo. Como es conexo y tiene un ciclo, al quitar un eje del ciclo el
grafo sigue siendo conexo y el grafo resultante tiene n — 2 ejes. Pero vimos que un grafo conexo tiene
al menos n — 1 ejes.

[4 = 5] Si vemos que es conexo, ya esta, pues m =n — 1.
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Supongamos que no es conexo, y sean G, ..., G, las componentes conexas de G. Ahora bien, cada
G; es conexo y sin ciclos, luego usamos 1 = 3 y obtenemos que m; = n; — 1, y entonces

n—lzm:Z(ni—l):Zni—q:n—q
i i

y debe ser ¢ = 1 y solo hay una componente conexa# Contradiccién, pues supusimos que G era
disconexo.

Por tanto, G ha de ser conexo.

[6 = 6] Si tuviera algun ciclo, podriamos quitar un eje del ciclo y seguiria siendo conexo, pero
esto contradice la hipotesis de que GG es minimalmente conexo. Por tanto, no contiene ciclos.

Si al anadir un eje se forma méas de un ciclo, es que antes habia algtn ciclo, y esto no es asi. Por
tanto, se forma un tnico ciclo.

[6 = 1] No contiene ciclos por hipotesis. Y es conexo porque de no serlo, podriamos anadir un
eje sin formar ningun ciclo, serfa un eje que conectase dos componentes conexas distintas. O

Definition 3.3. En un arbol podemos distinguir un nodo cualquiera que pasara a llamarse
nodo raiz r

El par compuesto por arbol y raiz se denomina arbol con raiz

El resto de nodos con grado de incidencia mayor que 1 se denominan nudos

Los nodos con grado de incidencia 1 (a veces se excluye la raiz) se llamaran hojas

Cada nodo v # r del arbol enraizado estaré conectado a r mediante un tnico camino rvj...v;v.
Diremos que los nodos r, vy, ..., v son los predecesores de v en el arbol y que v es el sucesor
de estos nodos.

La relaciéon de precedencia
u <v <= u precede a v o bien u=7v

induce un orden parcial en los nodos del arbol enraizado.
Siu<wvowv<wudiremos que u y v son comparables.

Definition 3.4. Diremos que la raiz del arbol enraizado esté a nivel cero.
El nivel del resto de nodos sera la longitud del camino que los une a la raiz.
Llamamos altura del arbol enraizado al maximo de los niveles de sus nodos

Proposition 3.5. Todo drbol con n > 2 tiene al menos dos hojas

Proof. Como es un arbol, se tiene m =n — 1.

Se tiene entonces
Zo(v) =2m =2n —2
veV

y esto puede expresarse como

Zo(v): Z o(v)+ Z o(v)

veV v hoja v|o(v)>2

y si suponemos que hay h hojas, entonces es

Z o(v) = Z 1=nh

v hoja v hoja
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Y es
2n—2=h+ Y o(w)>h+2(n—h)=h+2n—2h=2n—h

v]o(v)>2

luego h > 2. O

Definition 3.6. Un arbol binario es aquel cuyos nodos tienen grado 1 6 3 excepto un tnico
nodo que tiene grado 2.
Llammos raiz del arbol binario al nodo de grado 2.

Proposition 3.7. El nimero de vértices de un drbol binario es impar

Proof. m=n—-1y

Z o(v)=2n—2 (par)

veV

Zo(v):o(r)—i— o(v) =2+ Z o(v)

veV vlo(v) impar vlo(v) impar

luego la cantidad de nodos de grado impar ha de ser par, para que esta suma de par, por tanto hay
una cantidad total par de nodos O

[ Proposition 3.8. El nimero de hojas de un drbol binario es "T‘H

Proof. Sea h la cantidad de hojas, entonces

o(r)+h+3-(n—h—1)=2n—2 = 24+3n—2h—3=2n—2 = n+1=2h — h:n—2|—1
O
[ Proposition 3.9. El nimero de nudos de un drbol binario es "7_3
Proof. Si lo llamamos k, debe verificarse
1+";r1+k:n — 24 mn+142% =20 = 2%k=n—3 — k:";?’
O

4

Proposition 3.10. La altura de un drbol binario estd comprendida entre [logy (n+1) — 1] y
n—1
2
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Proof. Primero veamos la altura maxima:
El arbol de altura méxima es de la siguiente forma:

1 O

— ) A

5 .

O —)

L T

b —1 a

v se tiene
n—1
n:2a+1:}a: 2

"\._h-r'

Y para la altura minima, vemos que el drbol de altura minima tiene la forma

A
/A

SSREE ¢

LU s ) s T N o

y tenemos
1+2+224+ . +2% acn<1424224 .. 420

esto son sumas geométricas de razén 2, y queda

20 _1<n<2tl 1 — 2% < p41<20t!

por lo que
a<logy(n+1)<a+1

por lo tanto
a = [logy (n+1) —1]
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Definition 3.11. Una red es una terna (V, E,[) formada por un grafo (V, E) y una funcion
[ : E — R llamada funcién de peso (longitud).
Dada una red (V, E,l) y un arbol generador T = (V, Er), se define el peso del arbol como

UT)= Y i)

ecEp

La bisqueda del arbol generador de peso minimo en G es la resolucion del problema

min L(T)
s.a. T es arbol generador de G

Theorem 3.12. Sea una red G = (V,E,l) y un drbol generador de G, T = (V,Er). Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es un drbol generador minimal

2. Dada cualquier arista a € E \ Er y cualquier otra arista e € Ep perteneciente al inico
ciclo del grafo (V, Ep U{a}) se verifica l(e) <1 (a)

3. Para cualquier arista e € Ep,l(e) < l(a), Ya € w(Vf), este ultimo es el cociclo en G
asociado a una componente conexa cualquiera de (V, Er \ {e}) (un cociclo es un corte, o
sea w (V) = [V, VA V()

Proof. Veamos cada implicacion:
[l = 2] Supongamos que [ (a) < I (e). Si hacemos

Er = Er\{e} U{a}
obtenemos un nuevo arbol generador 7" = (V, Ef.) y
L(T") < I(T)#

[2 = 3] Supongamos que Je € Ep, a € w(VF)|l(e) > 1(a)

En T existe un Ginico camino entre u y v, 7.
Haciendo yU{a}, entonces tenemos un ciclo, y por hipotesis se verifica [ (e) < [ (a) # contradiccion,

habiamos supuesto lo contrario.
[3 = 1] Sea T el arbol generador que verifica (3). Sea T™ un arbol generador de peso minimo:

e SiT =T%* FIN, T es de peso minimo

e Sino, sea e € Ep \ Ep~. Al anadir e a T* se forma un ciclo. Si quitamos e de T, entonces se
forman dos componentes conexas Vi, Va.
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w (V) es el cociclo

Al hacer T™* U {e} se forma un ciclo que contiene una arista a € w(Vy?) = [(e) < l(a). Si
hacemos
T =T — {a} U {e}

entonces

L(T*) <1(T™)
pero T™ es minimal, luego

L(T*) =1(T")
y entonces

L(e) =1(a)

Repitiendo este proceso, vemos como toda arista de 1" tiene asociada una arista en T que pesa
lo mismo. Por tanto
L(T) =1(T7)

y T es minimal.

Algoritmo de Kruskal para encontrar un arbol generador minimal
Paso 1

Ordenar las aristas de £ en orden ascendente por peso

Paso 2

Anadir n — 1 aristas a T', por orden de peso, sin formar ciclos

Algoritmo de Prim para encontrar un arbol generador minimal

Paso 1

Tomamos un vértice r € V', hacemos Vi = {r} y Vo =V \ {r}

Paso 2

Anadimos al arbol la arista de menor peso de [Vi, V5]. Si esta es (v1,v2) con vy € Vi y Vo € Va,
hacemos Vi = Vi U{wa} y Vo = Vo \ {ve}

Paso 3

Si [Vi| = n, FIN

Si no, ir al Paso 2
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Algoritmo de Sollin para encontrar un arbol generador minimal

Es una variante de Prim, en la que hacemos Prim en todos los nodos simultaneamente.
Paso 1

Para cada i € V, hacer N; = {i}, T =10

Paso 2

Para arbol N;, determinar el eje (u;,v;) tal que

[ (ui,v;) = min {l (u,v) : (u,v) € E, u € N;,v ¢ N;}

Paso 3
Para cada N, si u;, v; pertenecen a arboles diferentes, unir dichos arboles en uno solo y hacer

T=FU {(ul, Uz)}

Paso 4
Si|T|=n-1, FIN
Si no, ir al Paso 2
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4 Caminos mas cortos. Recorridos por aristas y vértices

Definition 4.1. Sea (V, E,l) una red y P un camino en G. Se define la longitud del camino

P como
L(P)=) (a)

aceP

El problema del camino mas corto entre v; y v; en G es

min L(P)
s.a. P es un camino entre v; y v;

En lo que sigue para una arista e = (u,v) denotaremos indistintamente [ (u,v), le, ly,. También
supondremos que la red es conexa y que [, > 0, Ve € F.

Remark 4.2. Dado un camino mas corto de v, a v, todo subcamino de este que conecte v; con v; es un
camino mas corto entre v; y v; (o sea, los subcaminos de los caminos minimos, son caminos minimos
entre los nodos que unen).

Theorem 4.3. El vector d = (dy,...,dy) que contiene longitudes de caminos que conectan el
nodo vg con todos los nodos vy, ..., v, de una red, con ds = 0, mide las longitudes de los caminos
mds cortos entre vs y todos los demds nodos st, y solo si

dj = di < lij, V(Ui,vj) ek

Proof. [ =]
l./g — 4 ,/'u '
J‘l. ?1/, {]

Ay {’"J LU

V (vi,vj) € E, d; + 1;; mide la longitud del camino entre vy y v;, pasando justo antes por v;, como
d; es minimo, entonces
di +1l;; > dj = dj —d; <1

[ <=] Sea P un camino cualquiera de vs a v;
P = vsvi1v9...010;
entonces
din — ds < 1 (vs,vi1)
diz — di1 <1 (vi1,vi2)
dj — dit, < 1(vig, vy)
si los sumamos todos, se van cancelando los sumandos de la izquierda, y queda (ds = 0)

dj = dj —ds < Z(US,’UH) 4+ ... —|—l(vik,vj) =1 (P)

luego d; es la longitud del camino maés corto entre vg y v;. O
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Theorem 4.4. Supongamos que el vector d = (di,...,dy) contiene longitudes de caminos que
conectan el nodo vs con todos los nodos vy, ...,v, de una red, con ds = 0. Sea V' un conjunto de
vértices para el cual

1. vy ¢V’
2. siv; @ V', entonces d; es la longitud de un camino mds corto de vs a v;
3. stv; € V', entonces dy = min{d; +lj; : v; ¢ V', v; € N (v)}

Sea vj € V' tal que
dj = min {dz U € V/}

Entonces d; es la longitud de un camino mds corto de vs a v;

Proof. Sea V' =V \ {vs} y P un camino de vs a vj con vs ¢ V' y v; € V'.

: A
U:,;éﬂ,f”#?_"‘ Ui Vie
—r > = +— 'u_.-"
UJ&

"—-_.—'——_.__V____‘__,—/
P2 1
. / /
\r=t7" _ .
Entonces

2. 3. min

y se tiene que d; es la longitud de un camino mas corto de v, a v;.
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Algoritmo de Dijkstra

Sirve para obtener el vector de distancias minimas de v, a los demas nodos de la red y el vector
de predecesores que permite reconstruir los caminos.

Paso 1

Elegimos vy

D = (dy, ...,d,) (vector de distancias)

ls; iEN(’US)
di=<0 i=s

oo otro caso

P = (p1,...,pn) (vector de predecesores)

pi:{s i € N (vs)

0 otro caso

V' =V \ {vs} (nodos que faltan por visitar)
Paso 2

Buscar v; € V' tal que dj = min{d; : v; € V'}
Hacemos V' = V' \ {v;}

Paso 3

Vv, € N (vj) NV’ si d; + lj; < d; hacer

d; = dj +ljz'

Di=17]

Si V! # (), volver al Paso 2
Si no, FIN

Definition 4.5. Dado un grafo G = (V, E) se llama tour euleariano a un paseo cerrado que
atraviesa cada arista de E exactamente una vez.
Un grafo que admite un tour euleriano se denomina grafo euleriano.

Theorem 4.6. Un grado conexo es euleriano si, y solo si, todos los vértices son pares
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Algoritmo de Fleury

Para obtencién de tours Eulerianos
Paso 1

Hacer una copia G’ = (V', E’) del grafo.
Tomar cualquier 7 € V'

Paso 2

e Sid(i,5) € E' que no es puente en G', elegimos ese eje.
e Si no, elegimos cualquier eje de E'.

Paso 3

Anadimos (i, j) al paseo y hacemos E' = E"\ {(4,7)}.
Si E' =0, FIN

Si no, hacemos i := j y volvemos al Paso 2

Algoritmo de Hierholzer

Para obtencién de tours eulerianos, una mejora del anterior.
Paso 1

Comenzando con una copia del grafo G' = (V/, E’)
Elegimos 7 € V’

Paso 2

e Si se puede elegir (i,7) € E', anotar (7, j) en el paseo y eliminarla.
Si B/ =0, FIN
Si no, hacemos i := j y volvemos al Paso 2
e Si no se puede elegir (i,7) de E’, reemplazamos i por un vértice ya perteneciente al paseo
en el que incida una arista de E'.
Sea (7,1) 1 (i, k) un tramo del paseo. Hacer e = (j,1).

Volvemos al Paso 2, anotando la arista en el interior del paseo a continuacién de e y
reemplazando e por la arista anotada.

Definition 4.7. Dada unared (V, E, ) a la determinacion del paseo cerrado de minima longitud
que incluye todas las aristas de E' al menos una vez se le llama problema del cartero chino
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Algoritmo de Dantzig

Para la obtencién de los caminos minimos entre todo par de vértices
Paso 1

D es la matriz de distancias y P la matriz de predecesores

Hacemos k =1 y Vv;,v; € V hacemos

L 0 1=
D (i,j) = {
oo otro caso
P(i,j) =1
Paso 2
Parat=1,...,k
D(i,k + 1) = .mink{D(i,j) + lngH} = D(k+ 1,j)

7=1,...,
P (27 k+ 1) = arg Hlnnk {D (27.7) + lj,k+1}
=15

es decir, seleccionamos en esta tltima expresiéon el j que nos da el minimo en la expresion
anterior.

e Si P(i,k+ 1) # i, entonces

P(k+1,4)=P (arg min 1D (,5) + g1} Z)
J= i)

e Si P(i,k+ 1) =1, entonces
Pk+1,4) =Fk+1

Paso 3
Para todo par 4,5 = 1, ..., k hacer

D (i,j) =min{D (i,7),D (i,k+ 1)+ D (k+1,5)}

es decir, actualizamos la matriz de distancias, la distancia minima sera la menor entre la que
habia antes y la suma de las distancias minimas correspondientes al anadir el nuevo nodo.

Si el valor cambia respecto al anterior, entonces P (i,7) = P (k+ 1, 7).

Hacer k =k + 1.

Si k < n, volver al Paso 2
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Resolucion del problema del cartero chino

1. Usar el algoritmo de Dantzig para calcular las longitudes de los caminos mas cortos entre
cada par de nodos de la red

2. Calcular el coste de todos los emparejamientos (de nodos de grado impar) posibles sumando
las longitudes obtenidas en el paso anterior

3. Seleccionar el emparejamiento de menor coste

4. Duplicar, en la red original, todas las aristas pertenecientes a los caminos mas cortos para
el emparejamiento elegido

5. En el multigrafo euleriano asi obtenido, encontrar un ciclo euleriano

Definition 4.8. Un ciclo en un grafo G es un ciclo hamiltoniano si contiene a todos los
vértices del grafo.

Si tal ciclo existe, se dice que G es un grafo hamiltoniano.

Un camino hamiltoniano es aquel que contiene todos los vértices del grafo.

Definition 4.9. Dado un grafo G, se obtiene el grafo clausura, [G] mediante el proceso
interativo siguiente:

1. Se define Gy = (V, Ey) :=G, =0
2. Mientras exista un par de nodos u,v en G; tales que (u,v) ¢ Ej y o(u) +o0(v) > n:

(a) hacer j=j5+1
(b) hacer E; = E;_1 U {(u,v)}
(c) hacer Gj = (V, Ej), volver a 2.

Theorem 4.10. Un grafo G es hamiltoniano si, y solo si, su grafo clausura [G] es hamiltoniano.

Proof. [ = ] Evidente, si anadimos ejes a un grafo hamiltoniano sigue siendo hamiltoniano.

[ <= ] Supongamos que G no es hamiltoniano y [G] si que lo es. Tendremos entonces una primera
arista (u,v) entre vértices no adyacentes en G, que no es hamiltoniano, tal que Gj1 es hamiltoniano.
Entonces existia un camino hamiltoniano de u a v en Gj:

U= UL, .o, Up =V

de forma que wu, v verifican que g (u) + g (v) > n (por eso los habiamos elegidos para anadir (u,v) a
Gj). Sean los conjuntos
X = {Z S {3,...,77, — 1} : (ui_l,v) S Ej}
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Y={ie{3,...,n—1}: (u,u; € Ej)}

entonces | X|=g(v)—1el|Y|=g(u)—1, porloque | X|+|Y]|=g(u)+g(v)—2>n—2.
Como X,Y C {3,...,n — 1} que tiene n — 3 elementos, entonces X NY # 0, o sea Ik € X NY

(U, v)

Y si eliminamos (u—_1,uy) entonces tendremos un ciclo hamiltoniano, luego G; es hamiltoniano#
pero esto contradice lo que habiamos supuesto. Por tanto, G debe ser hamiltoniano. O

e a

Definition 4.11. Una n-tupla de naturales (ay, ..., a,) es una sucesion hamiltoniana si todos
los grafos de n nodos de grados g1 < ... < g, que verifican g1 > ay, ..., gn > @, son hamiltonianos.

Theorem 4.12. Para cualquier n > 3, una n-tupla de naturales (ay, ...,a) con a; < ... < a, <
n es una sucesion hamiltoniana si, y solo si, para cada i < § se satisface

a; <t = ap_1>Nn—1

Proof. | <= ] Sea G no hamiltoniano con el mayor nimero posible de aristas (es decir, si anadiésemos
una arista pasaria a ser hamiltoniano), con grados (g1, ...,9n) > (a1,...,a,) de forma quea; < g; <
I = Gn—i 2 Qpn—i =N —1i.
Sean u, v no adyacentes en G tales que g (u)+g (v) es maximo y podemos suponer que g (u) < g (v).
Entonces G U {(u,v)} es hamiltoniano (G tenia el mayor ntumero posible de aristas sin ser hamil-
toniano). Por tanto, en G existe un camino hamiltoniano de u a v

U= UL, U2y ..., Up, =V

Sean
S={i:(w,uiy1) € E}

T ={i: (uj,v) € E}

Entonces SNT = (), porque si no encontramos un ciclo hamiltoniano, como en la demostracion anterior,
ySUT C{1,....,n— 1}, por lo que g (u) + g (v) = |S|+ |T| < n.
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Como g (u) + g (v) es maximal, entonces g (u;) < g(u) < 5, Vj € S (habfamos supuesto que
g (u) < g(v)).
Asi, hay al menos g (u) = |S| vértices cuyos grados son menores o iguales que g (u), por tanto

) hipdtesis

9g(u) <g (u In—g(u) >n—g (u)

Por lo que hay al menos g (u) + 1 vértices con grado mayor o igual que n — g (u).

Como u tiene grado g (u), no puede estar conectado a todos ellos. Por tanto, Jw|g (w) > n — g (u)
no adyacente a u.

Entonces

g(u) +g(w) =g ) +n—g(u)=ns#

Lo cual contradice que g (u) + ¢g (v) < n fuese maximal.
Por tanto, G debe ser hamiltoniano y la sucesién es hamiltoniana. O

Definition 4.13. Dada una red, la determinacién del ciclo hamiltoniano de minima longitud
se llama problema del viajante de comercio

Algoritmo de Christofides

Heuristica para el problema del viajante.

Dada una red con G no dirigido, completo y cuyas distancias verifican la desigualdad triangular:
Paso 1

Encontrar en G un arbol generador minimal, T’

Paso 2

Sea V7 el conjunto de los vértices de grado impar en 7.

Sea M el emparejamiento minimo asociado a V7.

Paso 3

Sea H = (V,T U M), que es euleriano.

Sea C un ciclo euleriano en H

Paso 4

Obtener C’ ciclo hamiltoniano asociado a C, saltando los vértices ya visitados hasta un vértice
no visitado, o hasta el vértice de partida.

El algoritmo de Christofides verifica que, si C* es la solucién 6ptima, entonces

! 3 *
l(C)<§l(C)
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5 Coloracién de grafos. Grafos planos

5.1 Coloraciéon

~ a

Definition 5.1. Sea G = (V, E) un grafo simple y S un conjunto de colores distintos. Una
coloracion propia por vértices o coloracion de G es una aplicacién f : V — S que asigna
colores distintos a vértices adyacentes

(u,0) € E = f(u) # f(v)

Cuando |S| = k se dice que es una k-coloracion
Un grafo es k-coloreable si admite una k-coloracion

Notese que una k-coloraciéon induce una particién del conjunto de vértices V' en subconjuntos
1, ...,V independientes.

Definition 5.2. El nimero cromatico de un grafo G, & (G) es el menor ntmero de colores
necesario para colorear G

Remark 5.3. Algunos niimeros croméaticos:

e X (K, =n

X (G) =1 <= G no tiene ¢jes, |E| =0

X (G) =2 < G es bipartitoy |E| > 1

e Si T es un arbol, X (T) =2

Si C,, es el ciclo de tamafio n
2 n par

X(Cn):{

3 nimpar
e Si H es un subgrafo de G, entonces X (H) < X (G)
e Si K, es subgrafo de G, entonces X (G) > ¢

El namero croméatico de un grafo coincide con el minimo nimero de conjuntos independientes en que
se puede particionar V.

Algoritmo heuristico Greedy para colorear un grafo

Sea G un grafo simple

Paso Inicial

Ordenar los vértices de V' = {vy, ..., vp }.

Ordenar los colores S = {1,2,...}.

Hacer k = 1.

Paso general

Asignar a v el primer color en S el primer color en S que no ha sido asignado previamente a
ninguno de sus nodos adyacentes del conjunto {vy, ..., vg}.

Hacer k =k + 1.

Este algoritmo no garantiza que la coloracién sea 6ptima, y el resultado es dependiente de la forma
en la que se ordenan los nodos y los colores en el paso inicial.
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Dado que en cada paso del algoritmo se comparan los colores de los vecinos de un nodo y se elige
el primero disponible, nunca haran falta méas colores que el grado mayor mas 1. Asi, parece preferible
ordenar los nodos en orden decreciente de grado.

,

Proposition 5.4. Para todo grafo G

X(G)<Ag+1

Theorem 5.5. de Brooks
Sea G un grafo conexo que no es ni un grafo completo ni un ciclo de longitud impar. Entonces

X (G) < Ag

5.1.1 Grafos criticos

Definition 5.6. Un grafo G es critico si para cada subgrafo H de G se tiene que X (H) < X (G).
G es critico por ejessi X (G —¢) < X (G), Ve € E.

G es critico por vértices si X (G —v) < X (G), Yv eV

Un grafo critico con X (G) = k se denomina k-critico

Se verifica:
e (G critico <= @ critico por ejes y por vértices
e (G critico por ejes y no tiene vértices aislados = G critico por vértices

e ( critico por vértices no implica critico por ejes, como contraejemplo se tiene el grafo circulante

O (7,2)

! / N
« \ ;
2:::&“““». ll". "IL-*” ffj/

\\x\ ETH‘» T flll}-

\-\\\ '|I|I H‘“—»H f /lf

™ . |

., -H"""'H-..__\_
‘\}Lf.f”f - H“'J/’
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Proposition 5.7. Cada grafo G de orden n > 2 contiene un subgrafo critico H tal que X (G) =
X (H)

Proof. Si G es critico, ya esté.
Si no es critico, entonces existe e; € E: X (G —e1) = X (G). Llamamos Hy = G —e5:

e Si Hj es critico, ya esta
e Si no es critico, entonces existe ea € E: X (G — e2) = X (G). Llamamos Hy = G — ea:
o ...

Como F es finito, en algin momento se alcanza H, un subgrafo de G critico y tal que X (H) =

X (Q) O

Theorem 5.8. Si G es un grafo critico, entonces X (G) < dg + 1

Proof. Supongamos que G es k-critico.
Supongamos que 6g < k — 2
Sea v € V' un vértice de menor grado.
Como G es critico
X(G—-v)=X(G)-1

pues al quitar un vértice, quitamos sus ejes adyacentes, por ser critico este nimero debe ser menor que
el original. Pero como solo quitamos un vértice, como mucho disminuye en una unidad.

Asi, en una coloraciéon de GG — v se utilizarian, a lo sumo, k — 2 colores para colorear los vértices
adyacentes a v en G.

Luego hay, al menos, un color que no se ha utilizado. Pintando v de ese color, tendriamos una
k — 1-coloracién de G# contradicciéon. Por tanto, debe ser

bg>k—2 = k<dg+2 = k<dég+1

5.1.2 Polinomio cromatico

Definition 5.9. Dado un grafo G, su polinomio cromatico, p (G, k) se define como el nimero
de formas de colorear el grafo G con a lo sumo k colores.

Claramente, p (G, k) =0, Vk < X (G).

Remark 5.10. Algunos polinomios cromaticos:
o p(Knk)=Fk-(k—1)-..-(k—n+1)=[E], vk >0

e si P, es el grafo cadena de n nodos, entonces p (P, k) =k (k—1)""", Vk >0
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Definition 5.11. Sea G = (V, E) un grafo simple y e = (u,v) € E. El grafo G o e se denomina
grafo contrario y es el grafo resultante de contraer los nodos v y v en uno solo y reducir a uno
los posibles ejes paralelos.

En concreto, Goe = (V' E’) donde

o V' = (V\{u,v})U{uv}

o £ = Ey\(u0} U{(w,i) : (u,i) € E o (v,i) € E}

Theorem 5.12. de Reduccion
Sea G un grafo simple y u,v dos vértices no adyacentes en G. Sea e = (u,v). Entonces

p(G, k) =p(G+ek)+p(Goe,k)

Corollary 5.13. Sea G un grafo simple y (u,v) € E. Entonces

p(G,k)=p(G—ek)—p(Goe,k)

Proposition 5.14. El polinomio cromdtico p (G, k) de un grafo G de orden n tiene grado n.
El coeficiente de término k™ es 1, el término independiente es 0 y los coeficientes de los términos
intermedios son enteros y se alternan en signo.

5.2 Planaridad

Definition 5.15. Un grafo es un grafo planar si existe una representaciéon de G en el plano
de modo que ningtn par de ejes se cruza entre si.

Una representacion concreta de un grafo planar en el que ningtn par de ejes se cruza entre si se
denomina grafo plano (o embutido).

Remark 5.16. Algunos grafos planares:
e Cualquier ciclo de orden n, C,, es planar
e Cualquier grafo cadena, P,, es planar
e Cualquier estrella es planar

e Cualquier arbol es planar

5.2.1 Identidad de Euler

Cualquier grafo plano divide R? en un conjunto de regiones denominadas caras. Como el grafo es
acotado, una de las caras es no acotada y se denomina cara externa. El contorno de una cara es la
unioén de los ejes y vértices incidentes a dicha cara.

En un grafo plano se verifican las siguientes propiedades:

e Dos caras son disjuntas y sus contornos solo se intersecan en los ejes

e Hay una tnica cara externa
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El interior de cada ciclo de G contiene al menos una cara interna

Un puente pertenece al contorno de una sola cara (y viceversa)

e Un eje que no es puente pertenece al contorno de dos caras (y viceversa)

Se define el grado de una cara F', d (F) , como el namero de ejes incidentes a la misma, teniendo
en cuenta que los puentes cuentan con grado 2. Por tanto

> d(F)=2m

F

Theorem 5.17. Identidad de FEuler

St G es un grafo plano conexo con n vértices, m ejes y ¢ caras, se cumple que n —m +c = 2

Proof. Inducciéon sobre c:

e ¢ =1, entonces G no tiene ciclos y es conexo, por lo que es un arbol y entonces m = n — 1, por
tanto
n—m+c=n—-n+1+1=2V
e Supongamos que es cierto para ¢ — 1 caras y que G tiene ¢ > 2 caras.
Como ¢ > 2, entonces GG tiene al menos un ciclo C.

Sea e € C, que no es un puente. Entonces G — e tiene n — 1 caras y G — e sigue siendo conexo.
Por la induccién, tenemos que

n—m-1)+(c—1)=2 = n—m+c=2
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Corollary 5.18. Todos los grafos planos de un grafo planar tienen el mismo nimero de caras

Proposition 5.19. Si G es un grafo planar con n > 3, entonces m < 3n — 6.
Si G no contiene a K3, entonces m < 2n — 4.

Proof. Veamos primero el resultado general.

Sim < 2, es trivial (n > 3 por hipotesis)
Sim > 3, entonces el contorno en cada cara tiene, al menos, 3 ejes:

30§Zd(F):2m = 32-n4+m)<2m = 6—-3n+3m<2m — m<3n—06
F

Y tenemos el resultado.
Si ahora GG no contiene a K3, entonces cualquier cara estd contorneada por, al menos, 4 ejes

4e<2m = 2c<m = 22—-n+m)<m = 4-2n+2m<m — m<2n—4

O

Remark 5.20. Este resultado proporciona condiciones necesarias, pero no suficientes. Como contrae-
jemplo encontramos el grafo de Petersen.

5.2.2 Grafo planar maximal

7

Definition 5.21. Un grafo planar es maximal si la adicién de cualquier arista lo convierte en
no planar.

Lemma 5.22. Sea F una cara de un grafo plano G con al menos cuatro ejes en su contorno.
Entonces hay dos vértices no adyacentes en F.

Corollary 5.23. Si G es un grafo planar mazximal con n > 3, el contorno de cada cara de un
grafo plano de G tiene exactamente 3 aristas.

Theorem 5.24. En todo grafo planar maximal se verifica que m = 3n — 6

5.2.3 Teorema de Kuratowski

7~

Definition 5.25. Una subdivisiéon de un eje e = (u, v) de un grafo G se obtiene introduciendo
en G un nuevo vértice w y reemplazando el eje e por los ejes (u,w), (w,v). El grafo resultante
de realizar sucesivas subdivisiones sobre los ejes de un grafo G se denomina subdivisién de G.

Theorem 5.26. de Kuratowski
Un grafo es planar si, y solo si, no contiene como subgrafo ninguna subdivision de K5 ni de K33
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5.3 Coloracién en grafos. El teorema de los 4 colores

Theorem 5.27. de los 4 colores
Todo grafo planar se puede colorear con, a lo sumo, 4 colores
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6 Programacion lineal entera

6.1 EIl modelo de programacion lineal entera

r

Definition 6.1. Un modelo de programacion lineal entera es un modelo de programaciéon
lineal en el que algunas o todas las variables de decision deben tomar valores enteros.

El modelo general con n varaibles de decisién y m restricciones se puede expresar del siguiente
modo:

(Pg) max Y e @
S.Q.
Z?:l Q54 < bj, VJ = 1, .oy
z; >0, Vi=1,...n
x; €Z, VielC{l,..,n}

Cuando todas las variables de decision son enteras, el problema se denomina entero puro,
cuando no son todas, se dice entero mixto.

En este tipo de problemas se pueden aplicar las mismas transformaciones que en un problema de

programacion lineal:

e Modificar el sentido de optimizacién del problema
e Cambiar el sentido de una restricciéon

Convertir una restriccion de igualdad en dos restricciones de desigualdad

Transformar variables negativas en positivas

Transformar una variable no restringida en dos variables positivas

Recordemos que, en programacion lineal, la region factible era una regiéon convexa, concretamente un
poliedro. Esto no es asi ahora, en los modelos de PLE la region factible no tiene por qué ser un
poliedro, incluso puede no ser convexa.

\.

Definition 6.2. Dado un problema de programacion lineal entera (Pg), denotaremos por (Pr)
al problema lineal asociado resultante de eliminar de las variables las restricciones de integridad.
Este problema se denomina relajacion lineal del problema (Pg)

(Pg) max Do @
s.a.
Sor g aiix; <bj, Vi=1,..,m
T; > 0, Vi = 1, R (

J

Remark 6.3. El valor 6ptimo zp, de la relajacién lineal de un modelo PLE es al menos tan bueno como
el valor 6ptimo zg del problema entero.

Remark 6.4. En los modelos de PLE se pueden contruir infinidad de problemas con distintos conjuntos
de restricciones, pero con la misma region factible.

El siguiente resultado pone de manifiesto que si los coeficientes de las restricciones son racionales,

la envoltura convexa del conjunto factible es un poliedro.
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Theorem 6.5. Dadas matrices de coeficientes racionales A, G y un vector de coeficientes
racionales b, sea P = {(z,y) : Ax + Gy < b} y sea S = {(z,y) € P : x entero}.
Entonces, existen matrices racionales A’', G' y un vector de coeficientes racionales b tales que

conv (9) = {(z,y) : Az + Gy <V}

Los problemas lineales enteros pueden ser no acotados o infactibles. El siguiente resultado indica
que si un problema lineal entero es factible, podemos establecer si es acotado o no mediante su relajacién
lineal.

Proposition 6.6. Sea P = {z € R" : Ax < b} un poliedro de coeficientes racionales tal que el
poliedro Pr = conv (P NZ") sea no vacio. Sea ¢ € R".
El problema max {c'x : x € Pr} es acotado si, y solo si, max{c'z : xz € P} es acotado.

6.2 Matrices totalmente unimodulares

En algunos PLE, la solucién del correspondiente problema lineal relajado da directamente una solucién
entera.

Cuando un poliedro tiene sus puntos extremos con coordenadas enteras, independientemente de la
funcién a optimizar, la solucién sera entera. Tiene sentido preguntarse si podemos establecer condi-
ciones bajo las cuales todos los puntos extremos de un poliedro tengan coordenadas enteras.

Definition 6.7. Una matriz A se dice que es totalmente unimodular si el determinante de
cualquier submatriz cuadrada de A vale 1,—1 6 0
Una matriz es entera si todas sus entradas son ntimeros enteros

Esto implica, en particular, que todas las entradas de una matriz totalmente unimodular tienen
que ser 1,-1 6 0.

Definition 6.8. Sea A de tamafio m x n y rango m, A es unimodular si sus coeficientes son
enteros y el determinante de cualquier submatriz invertible de orden m es 1 6 -1

Lemma 6.9. Lema 1
Una matriz A es totalmente unimodular si y solo si [I, A] es unimodular

Proof. El determinante de cualquier submatriz cuadrada de A es £1 si, y solo si, el determinante de
cualquier submatriz de orden m de (I|A) es +1 O

Definition 6.10. Un poliedro P C R" se dice entero si todos sus puntos extremos son enteros

Lemma 6.11. Lema 2
z es un punto extremo de P = {x € R" : Ax <b, x > 0} si, y solo si, (x,b— Ax) es un punto
extremo de Q = {(z,y) E R"™™™ : Ax + Ty =b, z,y > 0}
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Proof. | =]
Ar<b = b— Az >0 = (z,b— Ax) >0

Az +1(b— Ax)=1b

(x,b—Az) >0 = b—Arx >0 = Az <b

Lemma 6.12. Lema 3 (de Voinott y Dantzig)

Sea A una matriz entera de tamano m X n y rango m.

A es unimodular si, y solo si, para cada b € Z™ el poliedro Q = {x € R" : Ax =b, x> 0} es
entero

Proof. [ =] A unimodular. Sean b € Z™ y z un punto extremo de Q.
Entonces = es SBF (solucion basica factible) y se puede escribir

z = (B7'b,0)

donde B es una submatriz cuadrada de orden m de A, no singular (matriz bésica).

Como B! = adfgf) y B es entera, entonces B~! es entera, y, por tanto, B~'b es entero. Asi, x es
entero, y entonces () es entero.
[ <] Sea B una submatriz (entera) no singular de A de orden m, ;se tendra |B| = £17
Existe y € ZM talque z =y + B ¢! >0 = b=Bz=By+¢e' cZ

Por tanto, (z,0) es SBF del sistema
Az =D
x>0

y, entonces (z,0) es punto extremo de @ (expresado respecto de la matriz basica B). Por tanto, como
Q es entero, z € Z™ = z —y = B¢ es entero, y eso quiere decir que la i—ésima columna de B~
es entera, pero podemos hacerlo con cualquier i, por lo que B~ es entera.

Eso quiere decir que |B|, }Bil} € Z y dado que |B]| !B*I‘ =1, debe ser

|B|=|B~!| = +1

O
Theorem 6.13. Hoffman y Kruskal
Sea A wuna matriz entera de tamano m X n. A es totalmente unimodular si, y solo
st, para cualquier vector b de componentes enteras, los puntos extremos del poliedro
{z e R": Ax < b, © > 0} tienen componentes enteras
Proof. A es totalmente unimodular Lemal [I,A] es unimodular 224 Q={r:Ax+1y=>, =,y >0}
es entero, para todo b € Z™ L&Z{:p : Az < b, x > 0} es entero, para todo b € Z™ O

46



6.2.1 Resultados y caracterizaciones de matrices totalmente unimodulares

r

Theorem 6.14. Para una matriz A las siguientes condiciones son equivalentes:
e A es totalmente unimodular

A’ es totalmente unimodular

[A, I] es totalmente unimodular

e La matriz obtenida al eliminar o anadir de A un vector fila o columna unitario (un vector
de la matriz identidad) es totalmente unimodular

La matriz obtenida de multiplicar una fila o columna de A por -1 es totalmente unimodular

La matriz obtenida de intercambiar dos filas o columnas de A es totalmente unimodular

La matriz obtenida de duplicar columnas o filas de A es totalmente unimodular

Definition 6.15. Una matriz euleriana es aquella en la que la suma de los elementos de cada
fila y cada columna es par

Theorem 6.16. Una matriz A es totalmente unimodular si, y solo si
® Qg5 € {071 - 1}7 Viaja Y

e Ja suma de los elementos de cada submatriz cuadrada euleriana es mailtiplo de 4

Theorem 6.17. Una matriz A de tamano m X n es totalmente unimodular si, y solo si, para
cada conjunto de filas F C {1,...,m} existe una particion F = Fy U Fy tal que

Z(Lij - Zaij < 1, Vj = 1,...77,

1€ F 1€F>

Remark 6.18. Como una matriz es totalmente unimodular si, y solo si, su traspuesta lo es, el teorema
anterior se puede reescribir en relaciéon al conjunto de columnas.

Theorem 6.19. Si una matriz A satisface que:
® a;; € {0, 1, —1} 5 Vi,j
e cada columna contiene a lo sumo dos elementos no nulos

e las filas de A se pueden particionar en dos conjuntos Iy y Fy tal que dos entradas no nulas
en una misma columna pertenecen al mismo conjunto de filas si tienen signo diferente y
estan en conjuntos de filas distintos si tienen el mismo signo

Entonces A es totalmente unimodular
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Corollary 6.20. Si una matriz A con coeficientes {1,—1,0} contiene en cada columna a lo
sumo un coeficiente 1 y un coeficiente -1, entonces es unimodular

Definition 6.21. Una matriz A de tamano m x n con coeficientes {1,0} se dice que es una
matriz de intervalo si para cada j € {1,...,n} se cunple que si a;; = ay; = 1 con i < k,
entonces ap; = 1 para todoi < h <k

Corollary 6.22. Toda matriz de intervalo es totalmente unimodular

6.3 Formulaciéon de modelos de programacién lineal entera

e Problema de asignacién de tareas (tiempo total y tiempo maximo)
Hay n operarios, cada uno puede realiar, a lo sumo, una tarea
Hay n tareas, que deben ser realizadas
El operario ¢ realiza la tarea j en un tiempo ¢;; > 0
Encontrar la asignacién 6ptima de operarios a tareas de modo que el tiempo total sea minimo.
Formulacién:

Definimos
{1 si el operario ¢ es asignado a la tarea j
Ti5 =

0 en otro caso

y entonces es
min Zz’,j tz‘j + Tij
s.a.
Z?:l Tij < 1, Vi = 1, N
Z:‘L:I Lij > 1, Vj = 1, ey n
Tij € {0, 1}
La primera restriccion hace que cada operario solo pueda realizar una tarea (podria ponerse en
igualdad) y la segunda hace que cada tarea deba ser hecha (también podria ponerse en igualdad).

La matriz asociada al problema es

r11 ... T1n X21 ... Xon . Tpl ... Tnn
1 .. 1 0o .. 0o 0 .. 0
1 .. 1 0 0 .. 0
A= 0 0 0 .. 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 O 1 0 0 1 0 0 1
y la relajacién lineal es
min Zi,j tij - Tij
s.a.
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e Modificacion del problema anterior: Minimax y Maximin

— Minimax ‘
min z
Ss.a.
Z?:l Tij5 = 1, Vi = 1, N
ZZ‘L:I Tij = 1, VJ = 17 ey 1
z Z tijxij
T € {O, 1}
z>0
— Maximin
max z
S.Q.
Z?:l T = 1, Vi = 1,...,7”1,
Z?:l Tij = 1, V] = 1, ey N
z S tijxij
Tij € {0, 1}
z>0

e Camino mas corto entre dos vértices en una red

Sea una red R = (V, E, d), definimos, para todo (i,j) € E

1 (i,5)eC
CL‘ij: 0 ~

donde C' es el camino que vamos a dar como resultado. La formulacién queda, tomando s como
nodo inicial y ¢ como final:

min Zdija:ij
s.a.
Z(s,j)eE Tgj =1
(i,t)eE Tit = 1
Z(i,v)eE Ty — Z(v,j)eE Ty; =0, Vv # s,
Tij € {0, 1}

(Z(i,v)EE Tiy < 1)

La primera restriccién nos dice que solo podemos salir una vez del nodo inicial.
La segunda que solo podemos entrar una vez al nodo final.
La tercera que debemos salir tantas veces como entramos a cada nodo intermedio.

La que esta entre paréntesis hace que solo podamos usar una vez cada eje, aunque no es necesario
anadirla, surge espontaneamente de las restricciones anteriores y de buscar minimizacion.

e Arbol generador de minimo coste

Definimos, para todo (i,j) € E
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y el problema puede formularse como

min Z Cz’jxij
s.a.
2uigep®ij =n—1
Z(i,j)eES zi; < |S| -1, VS CV||S|>3
Tij € {O, 1}
esta formulacién se denomina AUPM-1.
La primera restriccién nos dice que la solucién debe tener tamano m =n — 1

La segunda impide que se formen ciclos. Por tanto tenemos m = n — 1 y no hay ciclos, y es un
arbol.

Una propiedad interesante de este problema es que la relajaciéon lineal de este modelo produce
soluciones enteras, a pesar de que A no es TU.

Otra formulacién es la siguiente
min Z cijxij
s.a.
Z(i,j)eE rij=n—1
T € {O, 1}
que se denomina AUPM-2.
La primera restricciéon es la misma

La segunda nos dice que todo corte debe tener algtin eje en la solucién, lo que implica que la
solucién debe ser conexa. Por tanto tenemos m = n — 1 y conexo, por lo que es un arbol.

Esta vez la relajacion lineal no produce necesariamente soluciones enteras.

Problema del viajante de comercio (Dantzig-Fullerson-Jhonson)

Dos formulaciones:

— Definimos

1 el recorrido visita ¢ y a continuacién j
xij = 0 ~

y la formulacion del modelo es

min Zi#j dijfij
S.a.
ZjEV,jyéi T =1, VieV
dievigiTij =1, Vj €V
i € {O, 1}

La primera restriccién nos dice que salimos una vez de cada nodo, y la segunda que entramos
una vez a cada nodo.

— Definimos

{1 e € recorrido optimo
Te = 0
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y el modelo queda

min > dexe
s.q.
D e (v) Te =2 , VWweV
Decrg Te < |S|—1, |5 =3
ze €{0,1}

la primera restricciéon nos dice que para cada nodo tiene que haber dos aristas adyacentes a
este en la solucién, y la segunda que no deben formarse ciclos internos.

e Formulacién alternativa (Miller-Tuccker-Zemlin)

{1 i
:Eij:
0 ~

Sean u; € R* y V =4{0,...,n — 1} donde 0 es el origen. El modelo es

min Zi;ﬁj dijxij
s.a.
EjeV,j;éi Tij = 1, VieV
Zie\/,i;éj Tij = 1, VjeV
wi —uj +nxy; <n—1, Vi#je{l,...,n—-1}
Tij € {0,1}
U; € Rt

La nueva restricciéon anadida evita que haya ciclos que no contengan al nodo origen. Es decir, si
x es solucion factible del PVC, entonces cualquier ciclo de x contiene al nodo 0.

Proof. Para verlo, supongamos que no es asi, es decir, que existe un ciclo alrededor de {1, ..., k},
entonces

ur—us+n < n-—1
u—ug+n < n-—1
ur—ur+n < n—1
sumando todo esto, queda
kn<k(n-—1)#
lo cual es imposible. O

Ademas, se verifica que, si  es un circuito hamiltoniano, ug =0y u; =t <= 1 es el t-ésimo
vértice visitado. Entonces

-8z =0 = u;—u; <n-—1

—sizy;=1 = uj—uj+n<n-1

Proof. La primera afirmacion es obvia, pues 1 < u;,u; < n — 1. Respecto a la segunda, se
verificara si, y solo si
ui—UjS—l <~ szui-i-l

pero, como x;; = 1 y u; indica el orden de visitas, entonces u; = u; + 1v° OJ
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Ahora vamos a ver como modelar algunas situaciones genéricas y habituales:

e Una variable binaria cuyo valor depende de la relaciéon entre otras dos variables
enteras

Supongamos que tenemos x1,z2 € ZT,y € {0,1} de tal forma que y =1 <= z7 > z3. Esto
puede modelarse como

x1—x2— My <0 (1)
mg—a:1+(1+M)y§M (2)

donde M es un namero suficientemente grande.

2 Z
1 % To—21+1<0 < 5612.%24-1%19:{:25 xr1 > X9

Proof. [= 1y
1

—~

I=

[ <= ]z1 > 22 y=1 O

e Una variable es mayor que el minimo de otras dos

Si tenemos z > min {x1, 2}, sabemos que esto se verifica si, y solo si, se cumple, al menos, una
de z>x1 6 2z > x9.

Puede modelarse como
1 — 2z < My
x9—2< M(1—-1y)

con y € {0,1}
e Una variable es menor que el maximo de otras dos
z <max{zrj,ze} <= 2z <z 6 2 < 9. Se puede modelar
z—1x1 < My
z—xo < M(1—vy)
cony € {0,1}
e Minimo de dos variables binarias

Ahora es 1,9 € {0,1} e y = min {z1,x2}. Podemos hacerlo como

y <
y < T2
y>x+wx9—1

e Maximo de dos variables binarias

Ahora es z1,z2 € {0,1} e y = max {1, x2}. Podemos hacerlo como

Yy > T
Y > To
y < a1+ 2
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¢ Que se verifique al menos 1 entre 2 restricciones

Tenemos 2 restricciones de las que queremos que se verifique al menos una. Podemos expresarlas
€como

g1 (:L‘l, ,.’L‘n) S 0

g2 (1, .., zp) <0

Para que se verifique al menos una de ellas, afnadimos una nueva variable y € {0,1} y anadimos
las restricciones
g1 (21, ., z) < My

g2 (xla 71"71) S M (]- - y)

donde M es un ntimero positivo suficientemente grande.

e Que se verifiquen al menos k restricciones entre m posibles

Ahora anadimos y; € {0,1}, i = 1,...,m variables binarias, asi como las restricciones

gi (X1, xn) < MA—y), 1<i<n
m
vk
i=1

7 Resoluciéon de problemas de programacion lineal entera

7.1 Meétodo de ramificacién y acotacion

Supongamos que queremos resolver un problema entero (Pg). El algoritmo de ramifiaciéon y acotacion
proporciona un método de resolucion.

Lo que hacemos es relajar el problema y obtener (Pr), lo solucionamos (simplex), obteniendo una
solucion optima 27 . Siesta solucién, por casualidad, es también solucion de (Pg), habremos terminado.
Pero, por desgracia, esto ocurrird en raras ocasiones.

No obstante, podemos utilizar esta solucién como punto de partida hacia una solucién de nuestro
problema. FElegimos alguna de las variables de decisiéon que deba ser entera, y generamos dos sub-
problemas, los correspondientes a afiadir las restricciones x; < [z}] v z; > [f] + 1, que nos dan los
subproblemas (P0) y (P1), respectivamente.

Resolvemos estos nuevos subproblemas y obtenemos nuevos valores 2,2}, que seran como mucho
tan buenas como zj. Y, de nuevo, puede que sean soluciones de (Pg), o no.

Una opcidn es reiterar este proceso hasta ramificar todas las variables, obteniendo todas las posibles
soluciones de (Pg) y, entre todas ellas, elegir la mejor.
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Sin embargo, podemos usar la naturaleza de los problemas de optimizacién lineal para hacer méas
eficiente el proceso de biisqueda de la solucion 6ptima. Cuando vamos ramificando, la primera solucién
factible de (Pg) que encontremos se va a denominar solucién incumbente, que pasa a ser candidata
a solucion 6ptima de nuestro problema original. Al valor 6ptimo de esta solucion se le denomina valor
incumbente.

b

- o

poo \PoY
ot

Una interesante observacion es que, dado que las soluciones de los subproblemas son como mucho
tan buenas como la del problema que las genera, entonces, si el valor 6ptimo en un nodo es peor que
el valor incumbente, no es necesario ramificar ese nodo: no puede generar mejores soluciones.

Por tanto, cuando obtenemos una solucién incumbente, podemos descartar (podar, acotar) ramas
cuyas soluciones podemos asegurar que serdn peores que la actual, que actualizaremos si en algtn
momento encontramos una mejor solucion.
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Asi, terminaremos cuando no queden ramas por explorar ni subproblemas por resolver.

7.1.1 ;Coémo seleccionamos el nodo activo a resolver?

No hay una forma sistematica y 6ptima de hacerlo, pero hay algunas reglas que son, generalmente, de
utilidad:

¢ Reglas a priori:

— Bisqueda en profundidad + backtracking: consiste en que, una vez seleccionado un nodo, lo
exploramos hasta llegar a las soluciones de (Pg), o sea, a los nodos hoja. Cuando llegamos a
estos, tiramos hacia atras, visitando los vecinos del nodo. Si pueden mejorar el valor previo,
los exploramos, si no, pasamos al siguiente vecino. Si no quedan vecinos, subimos al padre,
etc. Hasta que no queden ramas por explorar ni subproblemas por resolver.

* La experiencia apunta a que se encuentran més rapidamente soluciones factibles

— Bisqueda en anchura: se exploran todos los vecinos antes de ir a los hijos

o Reglas adaptativas: por ejemplo, elegir el nodo con mejor valor 6ptimo

7.1.2 ;Coémo seleccionamos la variable a ramificar?

La experiencia demuestra que la eleccién adecuada de la variable de ramificacién puede acelerar la
resolucién del problema. Sin embargo, como antes, no existen reglas robustas que indiquen cémo
seleccionar la variable de ramificaciéon. Algunas posibilidades son:
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e Elegir aquella con mayor valor fraccionario
e Elegir aquella cuyo valor fraccionario queda més cerca de 0.5

e Elegir las variables mas importantes (por ejemplo, las que mas influyen en la funciéon objetivo)

7.2 Meétodo de los hiperplanos de corte

Definition 7.1. Una desigualdad valida o hiperplano de corte es una desigualdad que
cumplen las soluciones factibles del problema lineal entero.

Las desigualdades validas pueden utilizarse para:
e Obtener mejores cotas en los nodos del arbol de ramificacion

e Resolver el problema de programacion lineal entera (método de hiperplanos de corte de
Gomory)

7.2.1 Hiperplano de corte entero

Estamos ante el problema

(Pg)max  cx
s.a.
Az =b
z>0
x €L

donde suponemos que A y b son enteros.

Sea x* la solucién 6ptima del problema lineal relajado y supongamos que existe un indice k tal que
z) ¢ 7 (si hay varios podemos tomar aquél con parte fraccionaria mas cercana a 0.5).

T serd una variable bésica cuya representacion en la base 6ptima B tendra la forma

TE + Z YkjTj = xz
j¢B
La desigualdad
- Z Jki®j < —Jf
j¢B
, donde fj; es la parte fraccional de yg; v fi es la parte fraccional de z}, es una desigualdad valida de
(Pg) que no satisface la solucion éptima del problema lineal relajado.

Proof. Veamos esta ultima afirmacion.

TE + Z YkjTj = a:z
j¢B
puede reescribirse como
o+ (k) + frg) @5 = (23] + fu
j¢B
agrupando
T+ > kil ws = [h] = fe— Y frg < fr <1

j¢B j¢B
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Ahora bien, si consideramos soluciones enteras, entonces los z; y xj son enteros, por lo que la parte
izquierda es un entero menor que uno, o lo que es lo mismo, la parte izquierda es menor o igual que
cero, por tanto

0> fo— Y frjog = =Y fujr; < —f
j¢B Jj¢B
Y que la solucion 6ptima del problema lineal relajado no lo satisface es obvio, pues en esa solucién los
xj son 0 (son no basicos), por lo que quedaria

0< —fk

v fr es la parte entera de xx, que no es entero, luego — f, < 0, y es una contradiccion. O

7.2.2 Hiperplano de corte para un problema entero mixto

Ahora queremos resolver

(Pg) min cx
s.a.
Ax =19
x>0
x;, €7, Vi el

y suponemos que A y b son enteros.

Sea z* la solucion 6ptima del problema lineal relajado y supongamos que existe un indice k € I (de
entre las variables enteras) tal que x ¢ Z (si hay varios tomamos el que tenga parte fraccionaria méas
cercana a 0.5). Entonces zj serd una variable basica cuya representacion en la base éptima B sera

TE + Z YkjTj = wz
j¢B
Y la siguiente desigualdad es una desigualdad béasica de (Pg) que no satisface la solucion 6ptima del

problema lineal relajado
Jr
> 1= Yk > ykiri < —f
jEN- k jEN+

donde fi; es la parte fraccional de yyj, fi es la parte fraccional de z}, N~ = {j ¢ B :yy; <0} y
N*={j¢B:yk >0}

Proof. Veamos esta tltima afirmacion.

Ty + Zyijj =1 <= T+ Zykjazj =zp+ fr = xp— [z} =— Zykjﬂzj + fr
Jj¢B Jj¢B jEN

Y nos encontramos con dos casos:

o x5, < [z}], entonces xp — [z}] = — Z]EN YeiTi + fr <0 = — Z]EN Uit < —fr =
— ZjeN+ YkjTj — ZjeN, YrjTj < —fr, y claramente, el segundo término de la parte izquierda es
negativo, luego restamos algo negativo, y debe ser

- ygm<—fi (1)

JEN+
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oz > [z7] + 1, en este caso — ) o N Yk + S =1 = =D ionukiry 21— fi =
— Zj€N+ YkjTj — ZjeN_ Yrjr; > 1 — fi, y el primer término de la parte izquierda es positivo,
luego restamos algo positivo, entonces

=Yk =1 fe = >y < fr— 1

JEN- JEN-

multiplicando por 5 f ’}k > 0 queda

Z 1ickfkylcjﬂfj < —Jk (2)

JEN—

Entonces, para ver que se verifica la desigualdad

Z 1 {kfkyijj - Z Yk < —fk

JEN— jENT

observamos que:

e Si x;, < [z}], entonces se verifica (1), pero, ademas, en ese caso el primer término de la parte
izquierda de la desigualdad es no positivo, por lo que se verifica la desigualdad

e Sixy > [x}] + 1, entonces se verifica (2), y, ademas, el segundo término de la parte izquierda es
no negativo, y lo estamos restando, por lo que se verifica la desigualdad

O

7.2.3 Desigualdades de Chvatal-Gomory
Consideremos un problema de programacion entera

(Pg)max  clx

s.a.
Az <b
T € Zfﬁ

donde A es una matriz m X n.
Entonces, para cada u € R, la desigualdad

m m
Zuia@'j] x; < [Z Uibi]
i=1 i=1

es una desigualdad valida del problema (Pg), y este conjunto de desigualdades son las desigualdades
de Chvatal-Gomory.

n

2

i=1

Proposition 7.2. Cualquier desigualdad vdlida del conjunto {x € Z™ : Ax < b,z > 0} se puede
obtener aplicando el procedimiento de Chuvdtal-Gomory (es decir, anadiendo hiperplanos de corte
mediante uso de desigualdades de Chvdtal-Gomory) un nimero finito de veces.
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