CAPITULO 1: LA ECUACION DE LA CUERDA VIBRANTE
U = CUgy t>0,z€(0,L)
Ecuacion de la cuerda vibrante: (1)< « (¢,0) =u(¢,L) =0 t>0
u(0,2) = f(z), u (0,2) =g(x) x€(0,L)

2uzx—pu; con fuerza externa: uy = cuy,+F (t,7) densidad no cte: uy = ﬁum

Variantes: con rozamiento: u; = ¢
Lema de D’alembert: - Si F,G € C? (R) entonces u (t,x) = F (v — ct) + G (x + ct) verifica usy = c*Ugs.
- Siu € C? (R?) entonces uy = c*uy, = IF,G € C*(R) tales que u (t,z) = F (z — ct) + G (z + ct).

Teorema 1: solucién de la cuerda vibrante en R: sean f, g 6 C? (R), entonces Jlu € C? (R x R) verificando (1)

(sin las condiciones de contorno) y es u (t,z) = w + o [T mﬂt

=Y
2c

Uy (=€) Fcv, , Uy = Vyy (—c)2 + Uz (=€) vz (=€) F 05202, Uy = VyYu + V525 = Uy 4+ Y ¥ Ugy = Vyy + 20y: +v,.. Entonces

_ 2 _ 2 _ 2 _
0= up — CUpy = C” [Uyy — 20yz + Vaz — Vyy — 20y, — V.. = =40y, = vy, = 0.

21Y. Definimos v (y,2) = u(t,z). Entonces u; = vyy; + v.2; =

Hacemoselcvy =2 —ct,z=2+ct = t = T =

Integrando 2 veces L — IS vz (s,2)ds = v, (y,2) — v, (O,z)f—df 0= [ (v:(y,w) —v: (0,w))dw = v (y,2) —v(y,0) —
v (0, 2)4+v (0,0). Por tanto, v (y, z) = v (y,0)+v (0, z) —v (0,0). Tomando F (y) = v (y,0)y G (2) = v (0,2) —v (0,0) tenemos
que F,G € C? (R) y deshaciendo el cv sale u (t,z) = F (x — ct) + G (x + ct).

Asi hemos hallado la solucion general de la EDP. Ahora imponemos las condiciones iniciales u (0,2) = f () y ut (0,2) = g (z).
u(0,2) = F(z) + G(2) = f (z)

ug (0,2) = [F" (x = ct) (—¢) + G' (x + ct) ],_ o=—CF’( )+CG’( )= 9( )

Haciendo ¢ (1)'+(2) tenemos cf’ (z)+g (z) = 2¢G’ (z) = G (z) =3 [y (cf'(s)+g(s))ds = G () =1 (f(z)— f(0))+
5 fom g(s)ds

Y F(2) = f (@) = G o) = T — 5 [7g (5) ds

Por tanto u (t,z) = F (z — ct) + G (z + ct) = w + 5 fmﬂt

Teorema 2: solucién cuerda vibrante en [0, L] con extremos fijos: sean f € C?([0,L]),g € C* ([0, L]) con
fO)=f(L) =0, g0 = g( ) =0, f"(0) = f”"(L) = 0. Entonces 3u € C? (R x [0, L]) verificando (1) y es

u(t,z) = w + 5 fztctt G (s) ds, donde f, g son las extensiones impares de f y g.

Lemas de continuidad de f,§: si f € C?([0,L]), entonces a) f € C'(R) <= f(0) = f(L*) =0, y en ese caso, b)
feC' R)ye) feC*(R) < f(0F)=f"(L7)=0.Sige C(0,L])|g(0) =g (L) = [y §(s)ds € C*(R).
Existencia: basta ver que u (¢, x) del enunciado cumple la EDP. Por los lemas de continuidad, u (t, x) € C? (R x R) y por el
lema de D’alembert, al ser u (f, ) suma de ondas viajeras cumple uy = ¢*uqq. Se tiene u (t,0) = u (¢, L) = 0. Por dltimo
u(0,2) = f(x) = f(z),z €[0,L] y ut (0,2) = g (x) = g (x),v € [0, L].

Unicidad: supongamos que v (¢, ) es solucion de la EDP. ;Es de la forma u (¢,z) del enunciado? Sea o (t,z) la extension
impar, 2L-periédica de v en la coordenada z. Entonces, v € C? (R x [0, L]) y verifica la EDP, por lo que se puede comprobar
que € C? (R x R) y verifica la EDP en R. Como @ (0,z) = f y 0; (0,2) = §, por el teorema 1 es & = u.

Propiedades de las soluciones: 1) la EDP es reversible en el tiempo, si conozco u (0,z) = f(z), u: (0,2) =
g (z), puedo determinar u(t,x),Vvt. 2) la velocidad de propagacion es finita, si sop (u(to,-)) C [a,b] =
sop (u(to+T),-) Cla—cT,b+cT]. 3) 0= 0y — c*dyx no es un operador regularizante, o sea, Ju = 0 % u € C™.

4) Conservacion de la energfa: se suele definir la energia como E (t) = [ (|ut\2 + |Vzu|2) dr. Siue C? (R x|[0,L])
es solucion de (1) entonces E (t) = cte, Vt > 0.

.

Demostracién de conservaciéon de la energia: sea ¢ > 0, entonces
L L L =L
E'(t)=%, (2upuy + 2ugug) do = P (P gy + Pugug,) de = pc? Iy (ueug), de = pc? [upug]—y =

u(t,0) =0 = u (t,0) =0

= e u (8, L) (6, 1) = e (1,0) s (1,0)] = | 100 0= 0 7 T

]:0 = E(t) = cte

Corolario de la conservaciéon de la energia: UNICIDAD: sean uj,uz € C?(R x [0,L]) soluciones de

Utg = CPUgy — pug + F (t,2) t>0,2€[0,L]
(2)Su(0,2) = f(x), u (0,2) =g(z) z€]0,L] , entonces u; = us.
w(t,0)=u(t,L)=0 t>0

Vit = C2Um — MUt
Sea v (t,r) = wuj(t,x) —us(t,x) € C?* (R x[0,L]) entonces { v(t,0) =v(t,L) =0 , entonces

v(0,2) = v, (0,2) =0 condicién inicial nula



E,(t) < E,(0) “2" 0, yes 0 < B, (t) = = [T 2+ c?]de <0 = (v)" + () =0, Vz € [0,L],Vt > 0.
Entonces v, =0,v, =0 = v (t,z) = cte y v(0,2) =0 por lo que v (t,z) =0y es u; = us.
La solucion de Bernoulli: Bernoulli consider6 cuerdas con posiciones iniciales expresables mediante sumas finitas de
senos tras observar las vibraciones de una cuerda real y propuso que la solucién general del problema de la cuerda vi-
brante deberia ser una superposicion de ondas estacionarias caracterizadas por los armonicos principales. O sea u (¢, ) =
D>y sin (272) T, (t) donde sin (“F£) es el n-ésimo armoénico y T, (t) es la amplitud del n-ésimo armmonico asociada al
timbre del instrumento. Sustituyendo en la ecuacion, sale u(t,z) = > - sin (”zm) [an cos (%t) + by, sin (%t)] Esta
solucién fue criticada por ser menos general y rigurosa que la de D’Alembert, porque solo valdria para posiciones iniciales
expresables como sumas de senos. Aunque Fourier més tarde postularia que cualquier funcioén podria escribirse de esta forma.
CAPITULO 2: LA ECUACION DEL CALOR

U = alu t>0,ze

u(0,z)=f(x) =z€0

u(t,z) =p(t,x) xed

Lema: si f: Q C R™ — R con f continua en z( € €, entonces lim, o ﬁ fB (@) I (z)dx = f (xo).

Seae>0 — 36 =0 (c,20) : |f () (mo)\<6Sl|x—z0\<5entonces'f3 o f(x)dx—f(zg)’:‘fBT(f(x)—f(xo)) <
re(0,6)

JCBT|f(x)_f($0)|dJC < e

Resolucion por separacion de variables: se supone que u (t,2) es de la forma wu(¢t,2) = T (¢t) X (x) y se comprueba
qué debe suceder para que se verifique (2). Se obtiene T” (¢t) X (z) = oT (t) X" () = 7;((5)) = aX ((w) y el LHS solo
depende de t, el RHS solo depende de z, por lo que, al ser iguales, el resultado debe ser independiente de x, ¢ y es constante:
T/ (1) = pT (1) X" (z) = 2X (x)

') _  X"(x) _
W = @ (;; p. Se resuelven ahora (2.7 {T(t) tg0 y (2.X) {X (0)=X (L) =0

y se obtiene la solucién

(171,27\' t

general u (t,x) = Y07 Bye™ 12 'sin (27%).

n=1

Lema: si n,m € N, entonces fo sin (T

0 m#n
) sin (mgm) dx = { L 7 . Por tanto, los coeficientes son
5 m=n

By = 2 1 () sin (27) da.

Teorema 1: Solucién de la ecuacién del calor en [0, L] con extremos nulos: sea f(z) € C ([0, L]) tal que
f(z) =307 bysin (222) donde Y o, |by| < oo (si f € C([0,L]) con f(0) = f (L) = 0 entonces esto se cumple).

Entonces u (t,z) = Y o bpe” 22 'sin(22L), ¢ >0, z € [0,L] es u € C*((0,00) x (0,L)) N C ([0,00) x [0, L]) ¥
cumple (2).

Lema: sean f, € C'([a,b]) tales que > o, fr(z) y Dove, fh(z ) convergen uniformemente para = € [a,b]. Entonces

F(2) = Y00, fa (@) es de clase C" ([a,0]) y F' () = (02, fu (2)) = 207, £ («) para @ € [a,b].
M-test de Weiertrass: sean f, € C'(Q) tales que sup,cq |fn (z)] < M, con Y oo M, < oco. Entonces F(z) =
>o0° | fn (x) converge uniforme y absolutamente Va € Q y, en particular, F' € C ().

Demostracion del teorema 1:
)7
Up (t,2) = bpe M7 tsm(”zm) € C? con u = a—”Q > 0, entonces u (t,z) = Y oo up (t, ) € > ((0,00) x [0, L]). Notemos

que |u, (tmzx)| = |by|

e~ Hn t’ |sin 272 | < |by| y por hipotesis Y [b,| < oo, por tnato, por el M-test > u, (t,x) converge
uniformemente y es C ([0, 00) x [0, L]).

Veamos ahora que las series derivadas convergen uniformemente:

_am k+1
[0 O (t,)] = <%Awﬁﬂl“ﬁt<%m|@7%%mgmw|— n (1):
L2

2k+le— MLQZn tsin ("2’”)

Como Y7 | M, (t) < 00,Vt >t > 0 entonces > oo, OFdLu, (t,z) converge uniformemente en [tg, 00) x [0, L] y por el lema
lesu(t,x) € C®([tg,0) x [0, L]) para todo tg >0 = u € C* ((0,00) x [0, L]).
Definicién: frontera parabolica. Sea R = [0,7] % [0, L]. Llamamos frontera parabélica de R a 0,R = OR\ ({T'} x (0, L)).

Teorema 2: principio del maximo para la ecuacién del calor. Sea u € C(t ) ([0,T] x [0, L]) que cumple
uy < Qg en R = [0,T] x [0, L]. Entonces max z)eru (t, ) = max( z)ca,r (t, ). Por simetria, si u; > g,
cumple un principio del minimo.

Sea (to,xo) € R : maxpu = u(to,xo).
(o)
Casol: suponer que u; < Qug, en R, veamos que (to,xo) € JpR. Si no fuera asi, seria (a)o bien (tg,z¢) € R (b) o bien

(to, o) € {T} x (0, L) (tapa superior).
Si fuese (a) entonces (tg,xg) es maximo local de u = wuy (to,20) = 0y s (to,x0) = 0,y Uzs (to,zo) < 0. Entonces
ug (to, To) — QUgy (to, o) = OF.



Si fuese (b) entonces to = T y xo € (0,L), ademas xo es maximo local de z — u(T,2) = Uz, (T,20) < 0. Ademas,
u(T,xo)—u(T—h,zo)
R

mirando la linea vertical {x = xo}, es u (t,z0) < u(T,z0),Vt < T = wu; (T, z9) = limy,_,0+ > 0, por lo

que uy (T, xg — gy (T, 29)) > 04.
Por tanto, (to,zo) € I, R.
Caso general: u; < g, en R.

Dado € > 0, definimos v (t, z) = u (t,z) +ex? € C*? (R). Notemos que vy — QUzy = U — QUz, — 2ce < 0. Por lo que podemos
aplicarle el casol a v, y es maxgu < maxpv = maxp, g U = MaxXg,r [u (t,z) + 5352] < maxg,gru + eL?. Haciendo € — 0 es
maxp % < MaxXy, g U = MaxXpUu = MaXy,RU

Corolario 1: siu € C’(lt’i) (R) y ut = aug, en R entonces maxg v = ming, g u y ming u = ming, g u.
Corolario 2: Unicidad. Sean F (t,z), f (z), ¢o (t), ¢1 (t) continuas en R. Entonces la EDP

Up = QU + F (L, 2) (t,z) € R
u(0,z) = f(x) z € [0, L] tiene, a lo sumo, una tnica solucién u (¢,z) € C’(ltzz) (R).

w(t,0) = ¢o (), u(t,L) =1 (t) te[0,T]

Vg = QUgy en R

Sean wuj,us dos soluciones. Entonces v (t,z) = ug —ug € C’tlf (R) y cumple < v (0,2) =0 = v
v(t,0)=v(,L)=0
0, en 9,R, pero entonces maxg v = maxp,gv = 0 y ming v = ming,gv = 0, por lo que v =0y u; = us.

Teorema 3: decrecimiento de energia. Sea u € C° (t.) ([0, 0] x [0, L]) tal que e = Allas u (t,0) -
u(0,2) = f (z)
Uy (¢,0) > w (¢, L) uy (¢, L). Entonces E (¢ fo lu(t,@)|* dz,t > 0 es decreciente. En particular E (t) < E(0) =

foL |f (@) dz, Vt > 0.

— (L a2y de = [F 2uuidr = 2a L Ul g7 AT PazLes o uuw udx
0 dt 0 0 0

Corolario: unicidad + estabilidad. si u; (t,z),us (t,z) € C1? (R) son soluciones de

Uy = QUg, + F (¢, ) (t,z) € R
u (ta 0) = oo (t) , U (t’ L) =¢1 (t) [O bien u, (t,O) = ¢o (t) y Uz (tv L) =¢1 (t)]

con datos iniciales uy (0,z) = f1 (z), uz2 (0,2) = f2 () entonces
SUDeo Jo fun (@) — s (t,2)" do < [ 11 (2) = fo (@) de

() Ut = Ugy t>0,zeR

u(0,z) = f(x)

particular, normalizada, o sea con fRu (t,z)dz =1, V¢t > 0, mediante el método de autosemejanzas: buscamos A, u,~y
Uy = YUy ()‘ta /j/J,') A

La ecuaciéon del calor en R: buscamos ahora resolver { . Primero obtenemos una solucion

— V¢ =

tales que si u cumple (x), entonces v (t,x) = yu (At, px) también cumple (). Entonces es { )

vz = A= p?. Por tanto v (t,z) = yu ()\t7 \F)\m) (dilatacion parabdlica).

emas, 1 = (t,x)de = [, vyu (At x)dr = u (A, 2)dz = —=, por lo que = .
Ademds, 1= [y (t,2)de = [y yu (M, vVAx) de V2 2 [ u (M, 2)dz = 2%, por lo que VA

Por tanto, si u cumple (), entonces v (t, z) = vV u ()\t, ﬁx) cumple (x),VA > 0.

Utilizamos esta relacién para buscar una solucién particular a partir de una funcién de una variable. Tomando A = 1

tenemos v (t,z) = %[u (1,%) = %gf) (7) Ahora vy = _%1(;5 (L) 4 %[qb’ (L) ;—éx Y Upy = itqﬁ” (%) (%)2 Como
debe ser v; = v,,, entonces == ( (%) \'/—EQS’ (%)) ol ( z ), y tomando r = \/, queda ¢ (r)+r¢’ (r) = =2¢" (r) <=

Sl

(ré(r)) = —2¢" (r) = rgb( ) = —2¢' (r) + C, tomamos ahora C' = 0, pues buscamos una solucién particular. De modo
’ 2 2

que es 5 = i((:)) = _Z +C =1log(¢(r)) = ¢(r)=e 7% = Ke~ 7. Como queremos que [, vdz = 1, entonces

1= [ Ke ' dr = KVir — K = \/%. Por tanto, hemos obtenido la solucién particular W (¢, z) = \/i?e*%, (t,z) €

(0,00) x R. Esta funcion se denomina nicleo de Gauss-Weierstrass.



Propiedades de W: 1) W (¢,z) € C* ((0,00) x R).
2) W (t,z) >0, V(t,x)
3) W(tx)de=1, Vt>0
4) W, = W,
q {O r 7é 0 o2 {Ut = Ugy
5) limyo W (t,z) = = §(x). O sea, formalmente, W es solucion de la EDP . Esta
1 z=1 u(0,z) =6 (z)
d (x) es una temperatura inicial concentrada en z = 0 y de calor total 1, o sea sopd = {0}, fR ddr = 1. Esta es la
delta de Dirac. A
Podemos imaginar la varilla como union de bolas puntuales, en posicion {y;}, entonces f (y;) Ay ~ f;j]jg fy)dy
J 2

y entonces f (y) = limay—o Zj f(y;) Ayd (y — y;). Asi, el candidato a solucion es

wltr) = Jim 3 ) AW (bo =) = [ S @)W (b —y)dy

Teorema: Soluciéon de la ecuaciéon del calor en R: si f € C(R) y acotada, entonces u (t,x)
S f@W (t,x —y)dy con (t,z) € (0,00) x R cumple u € C®((0,00),R), uy = Uy, (0,00) X Ry
lim ¢ 2)—(0,20) ¥ (8, 2) = f (o) , Vzo € R.

Lema de expresion de la derivada [-ésima de W con un polinomio de grado I: sil € Ny, entonces 3P}, un polinomio
de grado I, tal que 9. [W (¢, z)] = ﬁf’l (%) W (t, )

= Uz ) R . ..
Teorema de Tychonoff: 30 # v (t,z) € C* (R x R) tal que {vt(o v) 0 (0,00) x (sin unicidad en general)
v(0,z) =
Ut = Uz
Teorema de unicidad de Tychonoff: si u € C* ((0,00) x R) N C ([0,00) x R) tal que { u(0,2) =0 , entonces

lu(t,z)] < Coll*
u(t,z) = 0.

Propiedades de la ecuaciéon del calor:

(1) Regularidad: u € C* ((0,00) x R)

(2) Velocidad de propagacion infinita: f >0 = sop(u) =R, Vit >0

(3) Irreversibilidad en t: si u (0,2) = f (x), entonces puedo hallar u (t,x),¢ > 0, pero no para t < 0.

(4) Decaimiento en t (difusion): supongamos f € L' (R), entonces, por un lado [ udz = [, fdz = cte, ¥t > 0.
Ifllgr _ Cf t=o0

Por otro lado, |u (¢, x)| < = — 0

(5) No unicidad

CAPITULO 3: LA ECUACION DE LAPLACE
El laplaciano es el operador A =92 | + ...+ 02 , .

div (F) =V -F=y"_ 2

V=& 55

Si f es una funcion escalar, también se denota V f = gradf.

u:Q CR” - R (6 C) es armébnica en el abierto Q, u € Har (), si u € C2(Q) y Au=0en Q.
Proposicion: algunas funciones armonicas: si f € H (2), entonces Ref, Imf € Har ().

Si Q es simplemente conexo y u € Har (), entonces IF € H () |u = Ref.

ur = Au
Problema del calor estacionario: para el problema de propagacion del calor en @ C R™: ujpq = ¢ cond cont ,
uw(0,-) = f temp inicial
i i . . JAT=0 enQ . L.
jcudl sera la temperatura de equilibrio, @ (x), cuando ¢ — c0? Debe cumplir < . Las funciones armonicas se
Ujp = ¥
pueden interpretar como temperaturas en equilibrio.

_ A = Q
Problema de Dirichlet: dado Q C R™, ¢ € C(89), hallar u € C? () N C (Q) con { u@)=0 ze . Equivale a
Ulgn = ¢
encontrar la temperatura de equilibrio en 2, cuando se fija un dato ¢ en 9.
_ A = Q
Problema de Neumann: dado 2 C R? ¢ € C(99), hallar u € C? () N C (2) con {vu (:% 0 res Equivale a
U mipgn =@

encontrar la temperatura de equilibrio en 2, cuando se fija un flujo de calor entrante.



Au(z)=0 z €
Vu-T +yu=¢ z€d
también de la temperatura de la frontera.

Problema de Robin: igual, con . Es maés general, que el caso anterior, pues el flujo depende

u (x

~

=f(z) 2€Q
0

. Es la version no

— A
Ecuacién de Poisson: dado f € C'(2), hallar u € C? () N C (Q) tal que {
Ujo0
homogénea del problema de Dirichlet.

Resolucién del Problema de Dirichlet en D C R?: sea D el disco unidad abierto. Dado ¢ € C (D), buscamos
Au=0

Ujpp = P

Pasamos la EDP a coordenadas polares x = rcosf, y = rsin#.

ue C?*(D)NC (D) tal que (PD) {

Lema: laplaciano en polares: en coordenadas polares, es A = 0, + Oyy = Opp + %(‘L + T%(?g@.
Uy + %UM + T%vgg =0 (r0) e (0,1)x(0,2m)
v (1,0) = ¢ (9) 0 € (0,2m)

Asi, buscamos v (1, 0) tal que I
v 2w —periodica en 6

Flim, o+ v (r,0)

Usamos separacion de variables: buscamos v (r,0) = R(r)G (0) # 0: R"G + 1R'G + L RG” = 0. Multiplicamos por %:
R’ +rR =pR @ {G" = —pG

R R G

3R (01) Y

PR rR G = g = p. Y obtenemos las EDOs: (1) .
G 27 periodica

G 2m—peridédica
é A

Empezamos con (2): si suponemos p = —\? < 0 = G” = \>G = G (0) = Asinh () + B cosh (\9)
B = 0#
si suponemos p=0 = G" =0 = G (0) —A+BOZ"B=0 = Go (8) = A

sip=XA>0 = G"=-NG = G(0) = Acos(\9) + Bsin (\0) GO=GrLELO=M) g 4 o (2mA) 4+ Bsin (27A) y

BX = —A)sin (27A) + BAcos (27).
A (1 —cos (2mN)) —Bsin (27A) =0

Obtenemos el sistema, { Asin (27m) +B(1—cos(27\) =0

} y buscamos una solucién no trivial. El determinante

cos (2w\) =

or lo que A € Z. Por tanto
sin (27\) = P E

da (1 — cos (27)))? 4 (sin (27A))?, como queremos que se anule, debe ser {

Gn (0) = A, cos (n0) + Bysin(nd), p=n?, n=1,2,....

Vamos ahora a resolver (1). p ya no es arbitrario, es p = p, =n%,n=0,1,2,..., entonces r’R"” +rR' = n’R.
n=0:rR+rR =0 = rR"+R' =0 = (rR) =0 = rR'=A = R' =4 — R=Alog(r)+ B, donde A =0
porque queremos que 3lim, o4 .

n > 0: r2R"” + rR' = n?R. Buscamos soluciones del tipo R (r) = r*.

r2(k(k=1)r " 2)r (krk= 1) =n?r* —= k(k—1)rF + kb =n?r* —= k(k—1)+k=n> = k*=n> = k=1n.
Asi, la solucion general es R (r) = Ar~™ + Br™ y hacemos A = 0 porque 3R (0+). O sea R, (1) = Bpr™.

Por tanto, la solucién general de la EDP es v (r,0) = Ao+ > oo, r™ (A, cos (nf) + By, sin (nh)).

Para obtener los coeficientes, usamos la condicion de contorno ¢ (8) = v (1,6) = Ag + >~ (A, cos (nf) + B, sin (nb)) y

usamos ortogonalidad para obtener Ay = 5~ OQW edf, A, =+ 027r ¢ (6) cos (nh) db, B, = L OZW @ (0) sin (nd) do.
El nicleo de Poisson: ahora queremos expresar la soluciéon v anterior como una formula integral explicita de la forma
1 27
v(r,0) = —/ w(s)P(r,0 —s)ds
2 0

donde ¢ es la condicion de contorno y P (r,6 — s) es un niucleo.

Para ello reescribimos la serie en forma compleja,
in6 in6

v(r,0) = Ao+ 7" [Aneng%e_ + Bnegie_ne} =Ag+> [%eme + %e—me] = (%).

3

_ _ A,—iB _ An+iB, _ o0 ind —1 imo _ im0
Llamamos ag = Ao, a,, = 42580 q_, = AntiBe yoes (x) = ag+ > oo r"ane™ + 3~ rlmlemd =% a,,rimleimd.

Para calcular los coeficientes, hacemos r =1 = v (1,0) = ¢ (0) = X, .7 ame™".
: : 1 27 _im6 ,—inb 0 m 7& n in
Por ortogonalidad, teniendo en cuenta que - ;= €€ do = 1 = O0m,n, Obtenemos a, = <g0,e > =
m=n

fo% @ (0)e~™df, n € Z.

O sea, que queda

v(r,0) =3, cpamri™em? =3 (% fo% o (s) e’imsds> rlmleimé — L 027'r @ (8) [ ez ™ em@=2)] ds, y obtenemos el

nicleo que queriamos, P (1,0 —s) =) rlmleim(9=5) v se llama niacleo de Poisson.

me



. _ 1—r2
Lema: P (r,0) = TE7 27 c0s6°

J— \z\:<1 1

—retf =13 2
_ 0 n_,ind 0 m,—imf #=T€ s n s _ 1-Z+z(1—2) _ 1-]2]" _ 1-—r?
P (T, 0) - Zn:O rve + Z'rn:l re - Zn:() z" A+ Zm:l Zm

1-z = (1-2)(1-2) = [1—z]> = 1+r2—2rcosf

Propiedades del nucleo de Poisson: (1) P (r,0) >0 en D
(2) PeC>~ (D)

(3) AP = (8TT + %8T + T%agg) P=0

(4) L [2"P(r,0)dd =1, Vr € [0,1)

0 6#0

5) lim,_,,- P (r,0) =
(5) - P(r0) =4 07

Au=0 en D

Formalmente, P (r,6) es solucion de
ujop = 0¢(1,0)}

Teorema: Solucién de PD en D

Sea ¢ € C (0D). Entonces u (re’’) = 5 fOQﬂ
(1) uw e C*> (D)

(2) Au=0enD

(3) lim,.i0_,ei00 u (re’) = ¢ (7)), Vb,

© (eis) P (r,0 — s)ds con re'® € D, cumple

.

Este teorema implica un principio del maximo y del minimo, pues

u(re) = 5= 0% ©(s) P (r,0 —s)ds < [max ¢] {% 0% P(r,0—s) ds] = max ¢ (y de igual forma para el minimo). Entonces

mingp u < u (rei‘g) < maxgp u y por tanto minp v = mingp v y maxp v = maxgp U.

Auwl =0
J

W g = e ¥ <ot e
|oD =

Il

También implica regularidad y unicidad, si {

Propiedades de las funciones arménicas

Teorema 1: principio débil del maximo -
Sea 2 C R™ abierto y acotado y u € C%(Q)NC (Q) tal que Au > 0 en 2. Entonces maxg u = maxgo u

Caso 1: supongamos Au(z) > 0,Vz € Q. Sea zg € Q tal que max, gu(z) = u(xg). Sizg € IQ, ya esta. Sizg € Q,
entonces es un maximo local, por lo que Vu (2¢) = 0y D?u (x() < 0, por lo que todos sus valores propios son < 0, y entonces
Au(zo) = tr (D?*u(z0)) < 04

Caso general: Au (z) > 0. Dado ¢ > 0, definimos v, (z) = u (z)+¢ |z|* € C2(Q)NC (Q), entonces Av, = Au+2ne > 2ne > 0.
Por el caso 1, tenemos que maxgu < maxgv. = MaxXpo V. < MaXpn U + € MaXyn |x|2 Haciendo ¢ — 0, obtenemos que
maxg u < maxgn u < MaXg U = MaXg U = Mmaxyo U.

Corolario 1: Si Q C R™ abierto y acotado, u € C% (Q2)NC () con Au = 0, entonces maxg u = maxgq u y Ming ¥ = mingg u.

Corolario 2: unicidad de PD
. Au=F enQ . .,
Sea 2 C R™ abierto y acotado, ¢ € C (99) y F € C(Q2). Entonces tiene, a lo sumo, una solucién
U = ¢
weC*(@)NC @)
_ Av =0 Q
Si u1,ug son soluciones, entonces v = u; —up € C2(Q)NC (Q) y { v 0 o por lo que maxq v = mingv = 0 y es
Vg =

v=0.

Nota: la unicidad siempre se tiene en el PD si 2 es acotado. Si no es acotado, no siempre hay unicidad. La existencia es un
problema mas dificil, que requiere de un poco de regularidad en 9f2.

Corolario 3: regularidad respecto a cond contorno
Au; =F; en

Ujioa = Pj

Sea ) C R™ acotado, F; € C (ﬁ), 0; € C(OQ), uj € C2(Q)NC (ﬁ) tales que { para j = 1,2.

Entonces supg |u1 — uz| < [[o1 — @2(lo + Coo [[F1 = Fol o

Problema de Neumann: en este caso se conoce Vu - W‘BQ = ¢ vy el principio del maximo no es 1til, pero podemos utilizar
métodos de energia.

Lema 1: div (uVu) = |Vu|” + uAu
div (vVu) = Z?=1 On,; [00y,u] = Z?zl (02,002, u + V0,5, u) = VoVu + vAu. Tomando v = u sale.
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Teorema de la divergencia: si Q C R” es de clase C?, ? = (F,...F,) e ct(QncC (ﬁ), entonces faQ? - Hdo =
Jo div (?) dx.

Férmula de Green 1: 0Q € C',u € C?(Q)NC* (Q) ,v € C* (Q)NC (Q), entonces [, Au-v = [,, (Vu-7)-v— [, Vu-Vo
Formula de Green 2: si 9Q € C' y u,v € C? (2) N C* (Q) entonces [, (uAv —vAu) = [y, [u (Vo - ) —v(Vu- 7))
Lema 2: si Q C R" es acotado con 9Q € C' y u € C? (Q), entonces [, |Vul® = [oqu(Vu-7)do — [, ulu.

Joe V) - T TrmDiv Jo div (vVu) = [, VoVu + vAu, por tanto [;, VoVu = [, vVu- 7 — [,vAu. Tomando v = u, lo
tenemos.

Unicidad salvo ctes del PN
1 . Au=F en Q .
Sea 2 C R™ acotado y conexo, con 002 € C*, F € C(Q),¢p € C(0N). Entonces si PN - tiene
u- Mo =

dos soluciones u,us € C? () N C? (ﬁ) se tiene u; — uy = cte.

, por el lema 2, fQ|Vv|2:O = Vv=0 = v = cte.

_ Av = Q
Sea v =u1 —uz € C*(2) N C? (Q) , entonces {Vz.ﬁozo "

La propiedad del valor medio

Teorema 1: PVM
Sea  C R™ u € Har (). Entonces u (x0) Pn m\[aBR(IO) u(x)do (x)

toda Bg (ZEU) cQ

PV M2
- UBTMIBR(%)“(JU) dx para

Sea ¢ (r faB z)dx,0 <r < R. Veamos que ¢ (r) = cte. En tal caso, haciendo r — 0 tenemos el resultado.

. 1 r=xo+rw,weS" ! do(x)=r""do(w) 1 ot
Asi, ¢(T):Wf33 xo)u(x)dar = Wfsn L u (T + Tw) do (w).

Derivando, ¢ (1) = fg._. dr[ u(zo + rw)] do (w) = feu_i D1y U, wido (W) = fg,_y V- Tdo (w) =

deshaciendo cambio trmDiv u€Har(Q)

nl 1 : _ La
fBr(ﬂCo) Vu ’I’LdO' (x) - WIBT(‘T()) dlv (Vu) dl' = WIBT(QTO) Audx = 0
Por tanto, ¢ es cte y tenemos el resultado.

Para PVM2: usamos ahora coordenadas polares en R™:

JoBy(ng) W(@)do (@) 21108, (20)[u(w0)
z=zo+rw,de=r""tdrdo(w) R 0 n—
= B Jo s ulwo +rw)do (w)] - ldr =

1
[Br(zo)] fBR(ﬂﬂo) u(x) dz

( 1 1 |s" | gr
= e o' 5777 tdr = u (wo) o

Tomando u =1 € Har (R") = |Bgr(0)] =

Q) = fBr(zo)u = u (xg)-

Teorema 2: reciproco
Siu e C? () cumple u (z0) = f,5 (o) Udo para toda By (z0) C Q, entonces u € Har ()

Por red abs, sup Au (x9) # 0. Podemos suponer Au (z¢) > 0 ueg’ 3B, (z0) C Q: Au> 0.
Tomando la ¢ de la demo del PVM, tenemos que 0 = ¢’ (r) = Audr > 0#

Nota: también es cierto que PV M2 = wu € Har ().

Ademés Au > 0 *“EEM y (z0) < f@BT(J;o) udo, VB, (z0) C Q *E& 4 (g) < fBT(Xo) udz, VB, (zo) C .

La PVM caracteriza las funciones armonicas.

\aBr(xo)\ fBT'(fL’O)

Corolario 1: principio fuerte del maximo
Sea Q C R™ abierto y conexo y u € Har (2) N C (Q). Si Izg € Qu (z¢) = maxgu = u = cte

Veamos algo mas fuerte: que sSPVM2 = u = cte. Sea M = maxgu = u (o).

sPV M2
M=u(zo) < {5 () ude < fp ) Mdz =M. Porlo que todo son igualdades, y es fy (M —u(z))dz =0 =

M —u(x)=0en B, (z9) = u(x) =M en B, (z9).

Sea A = {x € Q:u(z)=M}. Entonces A # ) porque x¢g € A;A = u~! (M) es cerrado por ser u continua; A es abierto
porque xg € A = B, (x9) C A, como {2 es conexo, entonces A = .

Corolario 2: si u € Har (2) N C (Q) y u # cte entonces mingo u < u (z) < maxgo u

Corolario 3: Teorema de Liouville
Siw € Har (R™) y acotado, entonces u = cte




Sea x € R™ fijo. Veamos que u () = u (0).
PV M2
lu(z) —u(0)| " = ‘fBr(x)u - fBT(O) u| =
1
< 37 5@y as.o U
Ahora bien, B, (z) AB, (0) C {y € R"|r — |z| < |y| <r+ |z[} sir >> |z].
Entonces [u (z) — u (0)] < [[uf, CHEZColoD® <y e 7200

wt [, 00\B, (@) U

u=Jp, 0¥

Corolario 4: regularidad
Siu € Har (Q) entonces u € C* ()

Probaré que u € C(Q) cumple PVM1 = u € C*(Q). Tomo ¢r € C°(Bgr(0)) t.q. [¢rdx =1y ¢r radial. Defino
) == [¢r(z — y)u(y)dy con Br(z) C Q (bien definido, sop(¢pr) C Br(0), integro u en Br(z)). Llamo Qp = {z €
Q/Bgr(x) C 9}, por (Teo. Der. Paramétricas) ur(z) € C*(Qg), veamos up = u en .

x)\:,_/f d(2)u(xr — 2)dz = fOR dr(r) /sn_l uw(z — rw)df(w)r"tdr = fo dr(r)u(z)|0B,(x)|dr =
av PVMl
udf

f@B,-(m)

u(x)| S fOR Gr(r)r"tdr = u(a:)/ ¢r. Como Vz € Q puedo tomar R/Bg(z) C 2, u € C®(Q).
Br(0)

1
El principio variacional de Dirichlet
Para resolver PD, Dirichlet pens6 que entre todas las funciones de la clase A, = {w cCc?()nct (ﬁ) fwjan = (p}, la que
resuelve PD es la que tiene minima energia E (w) = 3 [, |Vw| El siguiente teorema da un método variacional (minimizacion)
para resolver EDPs, implementable numerlcamente buscando sucesiones u, : E (u,) \ E (u). Es aplicable a muchas EDPs
elipticas. Aunque el teorema es condicionado a la existencia de soluciéon o minimizante.

Teorema 1: principio de Dirichlet
Sea ¢ € C'(0) y u € A,. Son equivalentes: (1) Au=0y (2) E(u) = min{% Jo IVw|® :w e .A<p}.

(1) = (2) Seaw € A, y definimos g =w —u € C' (Q) = gjpn = 0. Entonces E (w) = E (u+g) = 3 [, Vu+ Vg|* =
L o IVul® + |Vg* + 2Vuvg = E (u) + B (g) + [, VuVg =

“renl B (u) + E (g) )+ foo (Vu-T)g— [, (Au) g

Ahora bien, E(g) > 0, como gjpn = 0, entonces [, (Vu - )g =0,y Au = 0, por lo que Jo (Au) g = 0. Asi, queda que
(2) = (1) Sea g € C2(2) (funciones C? con soporte compacto), por lo que gjag = 0. Considero I (t) = E (u + tg) con
t € R, que es una funcion de una variable, y notemos que u + tg € A,. Como minser I (t) = I (0), entonces I’ (0) = 0. Asi,

1'0) =5 (3 Jo IV (wtt9)P| =& |3 JoIVul® +t [, Vu- Vo + 5 [, IVolP] = [foVu-Vo+t[oIVeF] =

t=0
Green =0
= fo VuVg TE — [ (Aw) g+ [oq (Vu- ) g "2 = [ (Au)g
Osea 0=1'(0) = — [, (Au) g, Vg € C2 () = Au=0en .

Problema de Plateau (superficies minimas): dado ¢ € C (092), buscamos min {fQ V14 |Vul® iue 0 Q) JUjpo = (p}.

. . . Vu —
Para u € A, equivale a resolver la EDP no lineal div (W) 0 en Q.

Operador p-Laplaciano, 1 < p < co: buscamos la EDP que corresponde a minimizar F (u) = %fQ |Vu|” dz, obteniendo

la EDP no lineal A,u = div (\Vu|p_2 Vu) =0en .

Nota: jcuando existe un minimizante de E; = min {E =1/ IVul” : u e C?(Q) ;U)o = go}? Riemann afirmé
que tales minimizantes siempre existen, pero Weierstrass y otros dieron contraejemplos. El problema es la compacidad
de Ag,: el punto limite de una sucesion {u,} C A, : E(u,) \¢ Eo podria no pertenecer a A,. Es necesario trabajar
en espacios de Sobolev: H' (Q) = {u € L?(Q) : Vu € L? (Q)}. Usando anélisis funcional se prueba que siempre existe
min {E (u) : u € H* (Q) ,ujpo = ¢}, aunque este minimizante es solo solucién débil de Au = 0.

Funcién de Green: se denomina soluciéon fundamental de A en R" a K (x) = ‘mfﬁ, x € R"\{0} donde ¢,, = Wﬁsnfl\
para n # 2, o bien K (z) = 5= log|z|, = € R*\ {0} si n = 2.

Sizg € R" = K, () = K (x — x9) € Har (R™\ {z0}).

Teorema 1: Féormula de Green 3 B
Sea @ C R" de clase C'. Si u € C*(Q) N C'(Q) entonces u(xg) = [,Au(z) - Ky (z)de +
Joq [+ D5t Kyy — Koy - Dipu] do, Vo € Q. (D3 F = VEF - 7)




Nota si conocemos Au = fiupa = ¢, Vu - 7 = g, entonces obtenemos una formula explicita u (zo) fo Kq, +
Joq Lo (VEK,, - ) — - gl do, que es un candidato a resolver PD o PN o ProbPoisson (no homog) en cualquier dominio
Q general

Aunque en la prictica solo se conoce una condicién en 0f), o bien ujpq = ¢ o bien Vu - ﬁ‘ag = g. {Podemos encontrar
variantes con solo una condicién? La demostracion es valida también tomando v = K, +v (z), donde v € Har (2)NC* (Q).
Si tomamos v adecuado podremos eliminar un término de frontera.

Sea 2 C R™ tal que PD (z0,2) tiene solucién v = vq 4, Yxo € Q. Se define la soluciéon de green de Q como Gq (x;x0) =
K (x — o) + vaq, (z), z €.

CAPITULO 4: TEORIA DE LAS SERIES DE FOURIER

El objetivo ahora es, dada una funcion f : [0, L] = R o C, determinar cuando se tiene

f (@) = Y02 [an cos (352) + by sin (2722)].

Fourier afirm6 que es cierto para toda funcién f, pero sin demostraciéon rigurosa. Deben obtener respuesta varias preguntas:
jcuando converge la serie? jconverge a f7 ;Condiciones para f?

Por convencion se define T =R/ (LZ) =[0,L) y f: T — C significa f : [0, L) — C extendida de forma L-periodica. A veces

se reemplaza T = [0, L) por T = [—é, %) Nosotros usamos L = 1.

Lema: si f es L-periddica, entonces f:JrL flz)dx = fo z)dr =: [ f (z)dz.

Se define L' (T) = {f : T — C medible| [, |f (x \da:<oo}.

Si f € L'(T), se define su serie de Fourier compleja como f (z) ~ Zner( )e2™e donde f (n = [p [ (y) e 2mmvdy

para n € Z se denomina el n-ésimo coeficiente de Fourier de f.

Lema: aproximacién por funciones simples: si f € L!(0,1) entonces existen funciones simples s1, sz, ... tales que
(1) limy,—y00 S () = f () en casi todo punto (ctp) = € (0,1) y (2) im0 fol |f (z) — spn (z)] dox = 0.

Lema de Riemann-Lebesgue: si f € L' (T) entonces limj,|_, f(n)=0.

e [n|—o0

= 2min por lo que ’f( )‘ S % — 0.

—2mina |0 e—2mina _  —2minb
2min

Caso f = Xap): fn)= f; e 2minT gy — {—e

a

Por tanto, si s es funcién simple, entonces limj,| o 3 (1) = 0.

Caso f € L'(T): dado ¢ > 0,3s funcion simple tal que [|f —s| 1 < e. También sabemos que 3ng tal que |3 (n)| <
g, VY|n| > ng. Por tanto, para |n| > ng, se tiene ‘f(n)’ = ‘f — s(n) +§(n)‘ < fol |f () — s (2)| |[e=2™"| dz + |5 (n)| =
If = sl +18(n)] <e+e=2e

Teorema 1: criterio de Dini 1 ~
Si f € L' (T) es derivable en xg, entonces 3limps o0 Zﬁi_N f (n) ¥ %o = f (z4)

Notar que

Svaf (@) =0ty Fn)ye2mme =300 [ f (y) e 2T mvdy-e2mine = [f (y) SoL e @i dy = [1f (@ —t) Dy (t) dt
Dy, es el nicleo de Dirichlet (asimétrico), y tiene dos propiedades ttiles (1) [ Dy (t)dt = 1, VN, M € Ny

(2) Do (1) = €880 2 G 420 mod Z.

=1
Asi, Sy f (zo) — fT (ko —t) D, (2 )dt—f(xo)fTDN)M fﬂ, (zo —t) — f (w0)] Dy ,ar () dt =
(i) fT w ( 2mi(M+1)t _ e—27riNt) dt = (*)

Llamando g (t) = w, entonces (*) = §(—M — 1) — §(N) y si probamos que g € L (T) entonces, por el lema RL,
limN7M_>oo SN,Mf (x()) f (xo) = limN,M_,oog (7M — ].) — g (N) = 0
f(wo*t)*f(IO) t

Sea t € T, por hipétesis, f es derivable en xg, entonces lim; o g (t) = lim;_, GQM ;= —f" (20) ﬁ por lo que

g es acotada cerca de t = 0: 36 > 0 : f 519 ()] dt < oo,y en el resto de puntos 5 < |t] < f, el denominador no se anula
(h(t) #0), y por continuidad 3¢5 > 0: |k (t)] > cs5, V6 < |t| < 4. Por tanto, f5§t§%|g( )dt] < & [11f (w0 —t) = f (wo)] dt <
IS1lp1 = 1f (o)l

cs
Nota: el criterio es valido con hipo6tesis mas generales que la derivabilidad, como solo necesitamos que 36 > 0 : g (t) €

L' (-6, 6) basta la condicién de Dini: 3§ > 0 : fis ‘M dt < oo

< 00 y tenemos el resultado.

Nota: no vale con pedir continuidad, el Teorema de Bois-Reymond prueba que existen funciones continuas con limy o, Sy f (0)| =
0o. Més atin, el de Kolmogorov prueba que existen funciones L' tales que limy o |Sn f (z)| = 00, Vo € T.

El teorema que cierra la teoria es el de Carleson: f € C(T) = Flimy 00 Snf () = f (z) ctp x € T.

Teorema 2: criterio de Dini 2 ~ ~ .
Si f € L' (T) y existen f (20)* vy f/ (z0)F, entonces Ilimy_, o ZgZ_N f (n) e?minzo = M

Snf(xo) = SN Fn)yermineo = SN [ f (a) e 2rin@mao) gy = SN[ f (g 4 y) e 2Ty =



1

=" 5 [ 2, +f )} =y Nfo (f (o +v) — f () e~ 2mmvdy + f (28) SNy fo% e~ 2miny gy |
+Zn_ N f 1 (f (wo + y) —f (xa)) e MY dy 4 f (xa) Zn:_N fg% e~ 2miny gy

91(y)

zd xg L T —f(zF ; .
Por o aue S (o) = EEERL Y b [ Hepn oA 8] | (am ) e 2minay

gz(y)
Flzo+y)—F(og » Corin g (y) ye (0,3
TN [yl()} (27 1) e=2inudy. Y definimos g (y) = {g; Ey; v E—f)o) ge L (T)?
27

Tenemos Sy f (z) = M—an, [g(n—1)—g(n)] = w—l—g(—]\f —1)—g(N)ysige L' (T), entonces
§(-N =1 =g (N) "=
Si y > 0, entonces g(y) = g1 (y) = f($0+y;f(xgr)gzﬂﬂ,_1 — f(xg) %m = 35 >0:9(y) < M,Yy € (0,6) =
Jo g ()l dy < oo.

Siy <0, 1gual
Si ¢ < |y| < 3, entonces |h(y)| = [e*™¥ — 1| >m = fé<\y s <L o)+ | f (20)]) dy < oo y juntando todo

2

0 y tendremos el resultado.

esto tenemos g € L' (T) y el resultado.
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Formula de Parseval

Si f € L (T) entonces [, |f (z)[*da =3, 5 ’f(n)

’ 2

Derivacion de integracion de SF

~

Lemal: si f € CK (T) entonces f(Nk) (n) = 2xin)* f (n), Vn € Z. Ademés, |f (n)| < <&, n > 1.

= |n‘k7

Corolario: si f € C?(T) entonces f (z) =3, .5 f(n)e2™™* Yz € T con convergencia uniforme y absoluta.

k

Corolario 2: si f € CV*+2(T) entonces para 0 < k < N se tiene f*) (z) =Y, f (n) (2min)" e2™* Vg € T uniforme y

absolutamente.

Lema2: sea f € L! (T con [, f =0,y sea F(z) = [/ f(t)dt. Entonces F(n)= 57(72, n € Z \ {0}. En particular,
F(2) ~ neze 4rime”™™ + Co
F es periédica y F(0) = 0,F(1) = fl = — F c C(T) yparan # 0es F(n) = folF(x) eIty =

Fubini,0_<t<z<1

fO fO dte—anzd —2m’nacdx dt =

—2min _ —2mint FloN_ F .
= fo f(t)© dt = O =fn) _ f(n)

—2min -

A

—2min 2min”
Nota: la cte Cj se calcula a mano. La serie integral siempre converge uniformemente en todo T.

Cuando [ f # 0, se aplica el teorema a g (z) = f (x) — f0) = F(z)—f(n)z ~ > n0 we%mm + Cp converge
uniformemente en T.

Unicidad de las SF

: 1 f(n)=g(n) _
Teorema: Sean f,g € L' (T). Entonces { Vn e 7. = f=g

Sea h = f — g € L' (T), entonces h (n) = 0, Vn € Z. Veamos que h = 0.
casol: h € C1(T) (o derivable), por el DINI1 es h (m) = limy oo S0y R (n)e2™T =0, Yz €T

caso2: h € C (T), definimos la primitiva H (x fo t)dt € C* (T) y periodica, pues h (0) = 0. Entonces H (n) = ;ﬁ%,n #*
prorDINIlesH(x)EfI(O)—cteg0 H’():h(x)
caso3: h € L' (T), la resuelve el siguiente lema: TFC-Lebesgue: f € L' (0,1) = F (z fo t) dt es derivable ctp x

y F'(2) = f () etp .
Series de Fourier en L? (T)

L?(T) = {f T — C medible : [ |f (z |dﬂc<oo}

1
Tiene las siguientes propiedades: (1) tiene norma y producto escalar || f||,. = [fT \f (=) dw} ’ = [; f(z)g(2)dz.
1
3

(2) es un espacio completo. (3) L?(T) C L' (T), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz [1.|f (z)|da < [f']r If () dx} se
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tiene [C| y para ver [=] basta tomar f (z) = |zzc|7Tl

Lema: desigualdad de Cauchy-Schwarz: si f,g € L? (T) entonces

Jelf @ g @) < (folf @) (folg @) do)’

Espacios de Hilbert: la teorfa de SF en L?(T) es un caso especial de la teorfa de bases ortonormales en un espacio de
Hilbert.

Sea (H, (-,-)) un C-espacio vectorial con un producto escalar (1)lineal 1#: (a1 f1 + asfe,g9) = a1 {f1,9) + a2 (f2,9). (2)
antilineal 2%: (f, a1g1 + a2g2) = a1 (f,91) + @z {f, g2). (3)hermitico: (f,g) = (g, f). (4) definido positivo: (f, f) > 0,Vf € H
y{(f.f)=0 < f=0.

Se define la norma asociada al producto escalar ||f|| = /(f, f). Se dice que H es un espacio de Hilbert si la norma es
completa, o sea, toda sucesion de Cauchy es convergente.

(1) fLygsi(f9)=0

(2){ej};c; C H es un sistema ortonormal SON si (e;, ex) = 6, Vi, k € J
(3 ){ej} °, es una base ortonormal BON si es SON y Vf € H,3a; € C: f = 3777 aje;

Lema de ortogonalidad 1: si f,g € H entonces ||f + g||> = || £]I* + lglI* + 2Re ([, 9)]

If +9* = (f+ 9. +9) = (f. /) + (£.9) + g, ) + (g, 9) = [IFI* + lgl* + (f,9) + (Fr9) = I FI1* + llg]* + 2Re [(f, 9)]
Corolario: identidad de Pitagoras: (1)si f Lg = ||f +gl° = IfI>+ gl (2)si {fn} _, son OG dos a dos entonces

2
DONEEA S A TS
Lema de ortogonalidad 2: si {e]} —,eSONy f= 23 1 aje; entonces (1) a; = (f,e;),Viy (2 2 If]1> = ZC.)O [{f, ej>\2
Si{e;};° es SONy f =3 aney, entonces (f,e;) = 07 anen, €;) = S L an (ensej) = a;,Vj € N ||f||* =
() cont en || et
-,-) cont en |2 O

1520 (fensen) 12 =300 || (£, en) |I? len]/? aplicando Pitagoras al sacar el limite porque la serie converge.
——
1
Lema de ortogonalidad 3: desigualdad de Bessel: si {ej} “, es SON, entonces > 72, [(f, eJ>\2 < |IfI?,Vf € H.
Ademés, si Sy f = Zjvzl (f,e;)e;, entonces se tiene ||f — SnfI? = 7117 ijl [{f, 6J>|

Lo segundo implica lo primero tomando limites.

If = SnfIIP =[£I+ 1SN fI? = 2Re (£,Sxf), v (f.Sn ) = Sny {Fren) (fren) = nly |1 {f,en) IIP = [[Sw fI|. Observando

que esta ultima norma es real ya lo tenemos.

Teorema 1: caracterizacion de BON: sea H un espacio de Hilbert y {e; }‘;ilun SON. Entonces son equivalentes
(1) {e;}32, es BON. (2) || fII* = 52, [{f,e,)|*,Vf € H. (3) f € Hy (f,e5) =0, Vj = f=0

1 = 2] f=3,",anen,a, = (f,e,) Vn. Por definicion de convergencia 0 = limy_, || f — Zgil anenll? =limy_ o0 || f —
LemaBe el N

Sw AP E T E i (12 = 005 114 en) I2)

2 — 3] Obvio.

N M
B = 1 f €H, g = 3, (f¢;)¢;, hay que ver que gy — fen ||| llgy — gm[* = 15— ni1 (fren) enl® =
ZQ/I:NH | {f,en)]|*> = 0si M > N — co. Como es de Cauchy en un espacio completo converge a cierta g € H, y por
definicion de convergencia g = >~ | (f, €,) €,. Entonces (g,e,) = (f,e,),Vn € N, luego la resta tiene todos los coeficientes
nulosy g = f.
Corolario 1: {62””}”62 es BON de L2 (T), o sea, f (z) =3, f (n) e2mine en Nl 12, Vf € L2(T).

[ Corolario 2: identidad de Parseval general: si f,g € L?(T), entonces [, f (z) g (z)dz =", o, f(n)g(n)

Si {ej};il es BON y f,g € H entonces (f, g) = (imy_ 00 Snf,9) = limy 00 <ZnN:1 (frej) ej,g> =

= limpy_e0 Z;V:1 (f.e;)(ej,9) = E]Oil (f.ej) {g,e;) y esta serie converge absolutamente por las desigualdades de Cauchy-
Schwarz y Bessel.

Corolario 3: criterio de convergencia uniforme: si f € C! (T) entonces f (z) = Enezf(n) €2™n% unif y abs en
T

\.

Por Dini 1 tenemos conv. puntual.

‘ZNSMSM f (n)e2minz || < ZNSIn\SM Hf(n)H = ZNS\nISM Hf(n) 2m'n‘

< (Znez \J?’(n)|2>% (Z\mzz\/ ﬁ)é <|f'lp2m) 25 [Z@N #}

1 Cauchy—Schwarz

27|n| <
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Lo dltimo es la cola de una serie convergente, tiende a 0 si N — oo, luego la serie original es de Cauchy unif+abs, asi que es
convergente unif+abs.

Corolario 4: SF reales: {1,cos (27nz),sin (27nz)}, 5, es BOG de L?(T) (sin normalizar). En particular, f (z) =
2 4+ 3% | (an cos (2mnz) + by sin (27nz)) en ||| 12

CAPITULO 5: CONVOLUCIONES Y SF

Si K, f € L' (T) se define su convolucién como K « f (z) = [ K (x —y) f (y) dy para = € T siempre que la integral sea
absolutamente convergente. Esta misma definiciéon puede utilizarse en R™.

Interpretacion: en general, si [ K (z)dz =1 entonces K * f (z) ~promedio de f en torno a z, ponderado por el peso K.

Ejemplos: (1)sumas parciales de Fourier: Sy f (z) = 3_,, <y f (n) e2mine —= Jy DN (x —y) f (y) dy con Dy (x) = 2oin|<N e2mine
se llama nicleo de Dirichlet de orden N. B -

(2)solucion de EDP del calor en R™: la ecuacion del calor u = Au (t,2) € (0,00) xR tiene como solucién
u(0,2) = f ()
x\2
) = [pu Wi (z —y) f (y) dy con Wy (z) = me "7t es el nicleo de Gauss-Weierstras.
. Au =0 D 2 1—p2
(3)solucion EDP de Laplace en D: — entonces u (r,0) = ;" P, (0 —t) ¢ (t)dt con P, (0) = 52 9rcosg © €l

nucleo de Poisson.

(4)promedios sobre bolas: fBE(Z) fy)dy = f]R" mlBE(O) (x —y) f (y) dy.
Propiedades

Proposicién 1: si K, f € L' (T) entonces 3K * f (z) ctp x € T. Ademas, || K * f||;. < | K|z |1 f]l 1

Veamos que I (z) = [ |K (x —y) f (y)|dy < oo ctp = € T. Integrando, es
Fubini—Tonelli
0< J3I( dm_fTUNKx_ Yl |f (y) dy] dx = JoIf @ [J7 1K (z — y)| dz] dy.
Pero [y |K (z —y)|de "= [, |K (2)|dz = | K| .. Por tanto, es 0 < [y 1 (2)dx = [y |f (W) I K]l pady = [ K] If ]2 <
oo ctpx e T.

Y [ 1K s f (@)l de < [ I (x) do < [[K| ([ £

Proposicién 2: si K, f,g € L' (T) entonces (1) conmutatividad : K x f () = f *x K (x), (2) asocitatividad :
K (fxg) (x) = (K« f) xg(z), (3) fourier : (K « f) (n) = K (n) f (n),n € Z

Corolario: si f,K € L' (T) y f(z) ~ Y, s f (n) 2™ entonces K * f (z) ~ Y onez K (n) f (n) e2mine

Proposicién 3: derivacién: si K € CM (T), f € L' (T) entonces K = f € CM (T) y D™ [K  f (z)] = (D' K) x
f(x), V0<m<M

Aproximaciones de la Identidad

{Kn}ys1 C L' (T) es una aproximacion de la identidad AIsi (1) [ Ky (y)dy = 1,VN > 1, (2) A = supys [1 [Kn (y)|dy <
00, (3)V3 >0 = mn—so0 [ _s.5 KN (9)|dy = 0.

Intuitivamente, es una sucesion de funciones que tiende a una dyo;.

Ejemplos: (1)promedios: Ky = ﬁl(,m}sm con ey \, 0.

(2)Nucleo de Poisson: Ky (t) = P, (27t) con ry 1y P (2nt) = Wﬁs(%t) = ,cnr™e2 it para |t| < 1.

\\2

(3)Ntucleo de Gauss-Weierstrass: W; (z) = e\/f

(4)Ntcleo de Dirichlet: Dy (z) = 37, <y e2rine — SmQNmmz . 3 no verifica el punto 2 y no es AL

sin(mx)

r € R (cambio 2 = v/#2) y sale.

Lema: si ¢ € L' (R™) : [ ¢ = 1, entonces ¢, (z) = i(p (ﬁ) JEN N2 0 es AL

1
L fon ey ( fRn 2)dz=1. 2t [o, |y (2)dz = [p. |0 (2 \dx < 0.

TCD

N
3t fiupms loen (x)ldx:f,@% o (@) d= V0.

Teorema 1: convergencia de Al: sea {Ky}ys; C L' (T) una Al entonces (1)si f acotada y continua en un punto
xo € T, entonces limy_, oo Ky * f (z0) = f (z0), (2)si f € C(T) entonces la igualdad es cierta uniformemente Vz € T,
(3)si f € L' (T) entonces la igualdad es cierta en la norma de L' (T).
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(1) Dado & > 0sea 6 = d(g,29) > 0] |f (zo + h) — f (x0)| < &, V|h| < ¢, por la continuidad de f en (. Entonces
=1

|Kn * f (z0) — f (z0)| = | [ £ ( y) Kn (y)dy — f (wo) [Jx Kn W) dy]| = | [ (f (w0 —y) — f (z0)) Kn (y) dy| < [1]..| dy =
[2515 (@0 =) = £ (@)l [Kr ) dy+ i sy 1 (50 = 9) = £ (@) | K (9)] dy <

<e [P 51BN dy + 20 fll fiy (g5 1Kl dy = ()

Ahora bien, fis |Kn|dy < [ |Kn|dy < Ay por (3) en la def de IA, ANy = Ny (e, 2o, || |l fﬂ,\( 5.6) |[Kn| <
No. por tanto (x) < (A+2)esi N > Np.

(2)Si f € C(T) = f € UC(T) y acotada, y el § de (1) podemos tomarlo independiente de xg, y por tanto el Ny
independiente de xp. Asi, igual que antes, se tiene limy Ky * f (z9) = f (o) uniformemente Vaq € T.

(3) Necesitamos un lema de integral de Lebesgue: lema: f € L' (T) = limy o |f (- +7) = f () g1(p) = 0.

Y usando este lema la prueba es como la de (1).

Teorema 1.1: sea {Kn}ys; C L' (T) una AL con nicleos pares Ky (z) = Ky (—). entonces, si f acotada y

= +
existen f (xoi)7 se tiene limy oo Kn * f (20) = w

El nuacleo de Dirichlet

El nicleo de Dirichlet es Dy (z) = ¥, <y €271 = SERETD),

Propiedades: (1) [, Dy (z)dz =1
(2) Dy (z) = Dy (—x)

(3) Dy (0) =2N +1

(4)D ()_0<:>x€{2NJ1r1" 72#11}
(5) [ |Dn (z)] dx = log (N + 1) = oo

Lema 1: Ly = [;|Dn (z)|dz > 25 log (N + 1)

1
Uso 7\%2 < |sinu| < |u,Y|u| < T. [Z|Dn| > Zi\’: 2N+1 Isin(@N+Dmz)| ..

N-1 1 2N+1
e lsin(o)] 2 Lo zgam [ [sm(@N +

|sin x| <m|z|

( +1) N N +1
1)7.(-‘/E)|d‘/B < 7'r2 Zn 0 n«lkl o |Slnu|du - 71—2 Zn 0 n<1|»1 - 71-722 Zn:1 % = 71-722 ZnZI f: dml = 11’1(N+')
(2N+1)rz=u

Nota: f(z) = #2Z es el prototipo de funcién f ¢ L' (0,00) pues [;° |#22|dzx = oo pero f € R (0,00) en el sentido

R Slnil)d

dlimg_ o0 f . De hecho, Dy y f estan relacionadas:

Lema 2: ['Dy(z)ds = %fO(QNH)m $02dy + O (%) uniformemente en [a| < 1. En particular, se tiene

f; Dy (2) dx‘ < 00

SUPN>1 SUP|a,|p|<

Teorema 1: criterio de Dirichlet-Jordan
Sea f € L' (T).

a at
(1) Si f es creciente (o decreciente) en un entorno de x = a, entonces 3limy_,oo Sy f (a) = %
(2) Si f es creciente (o decreciente) en un entorno de [a, b] y C [a, ], entonces limy_,oc Sy f (z) = f (z) uniformemente
Yz € [a,b]

El fenémeno de Gibbs

El criterio de DINI2, asegura que si f tiene una discontinuidad de salto en a entonces su SF converge a la media de los limites
laterales. Pero en las gréficas se observa un efecto curioso, y es que en las discontinuidades siempre se produce un overshoot
de aproximadamente un 9% del tamano del salto. Esto es problematica en las aplicaciones practicas, por lo que se atenua
utilizando filtros.

Teorema 1: Si f € C'(T)\ {a}), con discontinuidad de salto en z = a, entonces limy_ o, SN f (ai ﬁ) =

F(@®)£0,09[f (a*) - f (a7)].

Ejercicio: si {K,}, -, es una Al con nucleos positivos, entonces —M; < f (z) < My = —M; < K, * f (z) < M>
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En particular, los niicleos positivos no producen overshooting.
Sumabilidad de Cesaro y nticleo de Féjer

Yoo o an es convergente si My o0 SN = D_,,_o @n- Sea Y a, una serie divergente, jes posible asignarle un valor natural
con algin método de sumaciéon?

So+S1+...+Sn_1

N —

La respuesta es que si: se dice que >~ a,, converge a s en media o en el sentido de Ceésaro (C, 1) sioy =
s=C—=>ap.

. o0 o0
Lema 1:si) >~ (s = C—> " ja, =5

So+...4+Sn Sn _
o) = limy ¥ = s.

Por el criterio de Stolz, limy oy = limy
Notas: (1)oy = o0, N&"an =>>, (1 — ﬁ) G
. (k) (k 1)+ +a(k 1)
(2)Hay otros métodos de sumacion: Césaro K (C,k): o’ = 2+—F—2— = Cr — > an
Ricoz (R, ) :Rq — > an = ooy (1 — x)i an,
Abel: A—-Y a, =lim, ;- > 2 r"a,
Nucleo de Féjer
Féjer aplico la C-sumacion a las SF. Si f € L' (T) se define oy f (x) = SOf(I)Jr“';\;SN*lf(Z). Como S, f = D, * f, se tiene

onf = (Pt} f = v+ f.

Se define el N-ésimo niicleo de Féjer, Fiy (x) como Fy (z) =

Do(ac)+...+DN,1(x)
N .

. 2
Lema: (1) Fy (z) = & (sn}(Nm))

sin(wz)

(2){Fn (z)} N>, es una Al en L' (T)

n

; Do+...+Dn— N 1 -l -
(1) z = 2™ entonces Fy (1) = 20T T2N=1 TeNol = L Zn o (Zlen 2“’”’) = %ano (Z|k|§n zk) =% Zn ) =

_ % 1 (ZN:I Sl _ ZN:l Z_") _ 1 (ZN+1_Z _ ziN—1> _ ZN+1_Z+Z(2;N_z) _ Z(ZN_2+Z;N) —
z—1 n=0 n=0 N(z—1) z—1 z71-1 N(z—1) N(z—-1)
(z%—z7%>2 2

_ 1 _ 1 (SiI.l(NT(.'L'))

N (2%_2_%)2 N \ sin(wz)

N-1 p
- f’]I‘FN = JplEnl= fqr Do-irmz—\iyjj\F1 = Zn:(}VITDn =5 =1
N—
- A= supysy fy | (@) dz, Jy | Fy (@) do = [y | % 5505 Da )| de < & SN J 1D ()] do < 282 = Ap

=

. . . N
- Si d > 0, usando |sin (7z)| > sin 74, es féﬁ\x\éé |Fy (z)] dx < féﬁlx\éé %Sirpl(‘n'(;) < Nsing(ﬂg) 320

Propiedades del niicleo de Féjer
() Fy 20y Fy (z) = Fy (—=)

(2) [y Fn (z)dx = [ |Fy (z)|de =1
(3) Fy (0) = N |
D Fy(z)=0 <= z=x%,j=1,... 5
: 2
(5) decaimiento: Fy (z) = & (sé?iﬁzg)”)) < min {N, N‘lzlg} (< es < por una cte)

(6) fourier: Fiy (n) = (1 - %) ;n € Z. De hecho, on f () = 3, cn (1 — %)Jr f (n) emine
Fn(z) = % Zg:_ol D, (z) = Z Z\k\<n e?mkz - Dado un — (N — 1) < n < N — 1, el correspondiente ™" aparece

— |n| veces en la suma, acompaifiado por un 4. Por tanto T (n) =5 l"' =1 ﬁ—‘%
Propiedades sacadas de ejercicios:
(HSET) | Fx|l72 ~ Ny [|Dn|l72 = 2N +1

Teorema de Féjer

a” at
(1) si f € L' (T) y existen f (a™) entonces limy oy f (a) = %
(2) si f € C(T) entonces limy oy f (x) = f (x) uniformemente Vo € T
(3) si f € L' (T) entonces limy |[on f — fll;: =0

Corolario 1: unicidad de las SF: si f € L' (T) es tal que f (n) =0, ¥n € Z, entonces f = 0
0=limy [[onf — f]l; . =limn HZ\HKN <1 — ‘ﬁNI) f(n) e2minw _ fHL1 =limy [0 — fl| = || fll;0 = f=0

2mine }

Corolario 3: el conjunto 7 = span {e es denso en C (T)

neZ
si f € C(T) entonces on f (x) € T y converge unif a f
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Corolario 4: el Teorema de Weierstrass
El conjunto P = span {z"}, -, de los polinomios es denso en C ([a,b]). O sea, si f € C ([a,b]) y € > 0 entonces existe
un polinomio P (z) tal que sup,¢(, ) |f (¥) — P (2)] < ¢

Podemos suponer [a,b] = [0,%]. Sea f € C([0,3]) y sea g(z) = f(|z]) € Cper ([~1,1]). Entonces g € C(T). Por el
9(@) = 2ni<ne ane%inﬂ <e.

Escribimos, por Taylor, ¢ = P (u) + R (u), con |Ry (u)] L29° 0 uniformemente en compactos, y en particular en
[77TN0,7TN0].

Tomando Ly = Ly (e, NO, {an}) tal que |Ry, (u)| <
|RL, (2minx) Yzl < 1,V|n| < No.

corolario 3, dado € > 0,3No = Ny (¢, 0) tal que supj, <1

m VL > Lo, Vu € [-7No, ™ No], entonces |e>™"* — P (2minz)| =

| < 2 n|<Ng 4n
Por tanto, |g () = >, 1<n, @ Lo (2mnac)‘ < ‘g (@) = X i< a,erine + 3 i<y, lan] |e2mine _ P (2ming)| < 2, Vo € T

Ejercicio niicleos: se define la siguiente coleccion de nicleos Jy (z) = ay (NFy (z))>,N > 1, donde la constante de
normalizacion ay es tal que [ Jy (x)dz = 1. (a) Jy (x) es un polinomio trigonométrico, determina su grado. Calcula los

coeficientes de Fourier Jy (0) y Jy (2N).

Dy es pol.trig de grado N = Fj pol.trig. de grado N —1 = Jy pg de grado 2N — 2. JN fT IJnv(z)=1y

JIn (2N) = 0 porque 2N > 2N — 2.

(b) Demostrar que apn ~ W si N — oo y determina si es posible su valor exacto.

H5ET

1= fT']N = fTCLNNQF]%, ~ aNN2N:aNN3 — anN ~ %

De f . 2 parseval 1 [n| 2 desarrollando 2p2 11 _
e forma exacta: [ F} = = Z\n|§N< _W> < Il — gy =

(c) Jpledy (z)]de < &

N-Fy < min{NQ, ﬁ} — Jn(z) =ay (NFy)? < %min{N‘*, ﬁ} Entonces

_3
2N3+N -

Jrlwdn| = 2fo% N S fo<gc<i"3%72 +fi<ac<1 TR [N%QMV + [%I—;ﬂ; =5~ w5 <oy
(d) f € C(T) denotamos w (0, f) = sup‘h|<5 zer |f (@ 4+ h) — f(x)]. Demuestra por induccion que w (N6, f) < Nw (6, f) , N >
1y si R > 0 real entonces w (R4, f) < (R+1)w (6, f).
Para N =1 es obvio. Supongamos cierto para N — 1. Entonces, para N es

<w(s,f) S <w((N-1)5,f)
w (N, ) < supjpj<nszet lf(x+h)—f(z+ %)H’f (z+ & - f(w))’ S SUDP|p|<N6zeT }f (y+ 520) — f ()| 4w (6, f) <
< (V= Dw (b, f)+w b, f) = Nu s f).
w (RS, f) <w(([R]+1)6,f) < (LRI + Dw (6, f) < (R+1)w (5, f).
(e) [+ I () = f (@) < A+ INyIn W) ) w (5, f):

e dy - fl= 'ff(w—y)JN )~ 1@ [ I )] = [ In [ 0= 9) = F @] < fyes 1 0= ) — F @) T () dyt

Lyl @=9) = F @) Iy () dy S w (5, F) f o Ivdy+ s 0yl 0) I () dy < ()
Pero w (Jy|, f) = w (N%,f) < (N|yl+1)w (%, f). Por tanto

() <w(x.f) [ﬁy\g%JN"Ff...NmJN‘Ff JN}:“’(%JC) rdn+ [ NlylJIn] =
=w()[1+ [ ] <w[i+ fp] =w(g f) L+
(f) Deduce que si f € Lipy (T) = supxeT\f(x)—f*JN(xﬂg%

f€Lipi(T) = |f(x+h)— f(x)| <M|h| = w(%,[f) < 4. Entonces

£ @)= 5 Iy (@) < (14 INydy @))% < (04 N gy @)l) 3 < (14205 ) 3 = M

Aplicaciones de la teoria de SF

Desigualdad isoperimétrica en R?
De entre todas las curvas cerradas I' C R? de longitud L, ;cul es la que encierra la mayor area?
Lema: Desigualdad de Wirtinger: sea f T-periodica y de clase C!. (1) si fo = 0 entonces ||f||L2[0 T) <5 ||f’||L2[O )

, (2)si f(0) = f(T) entonces || f| 12107 < L £l 20,7y ¥ (3) para (1) se da la igualdad sii f (y) = Ae™ 4 Be*T y para
(2) se dasii f (y) = Asin (Z¥).

Teorema: sea I' C R? una curva cerrada simple regular con long (I') = L. Entonces, el area que encierra cumple
2 . . . . .
A< i—ﬂ. Ademas, la igualdad se da si, y solo si, I es una circunferencia.
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Tomamos lappac : [0,L] = T,0(s) = (z(s),y(s)) y |0’ (s)| = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer fOL z(s)ds =
fo s)ds = 0 porque las traslaciones no cambian L ni A.

-1 \fo (wdy — ydo)| = 3 | [y (@ () (5) =y ()@ () ds| = 3| " 1 [ () i () (&7 (s) + i ()] ds| =
L fy o) (s) ds (@ ds)” (JH 1o (P ds)* <

Im(z)<|z| Cauchy—Schwarz
<

Im [fOLM(ﬂc’—Hy’)ds”

Wirtinger
< fo o’ (s)]* ds = L=

Para la 1gua1dad recordemos que |[{u,v)] < ||lu]| ||v|| con = si, y solo si, u = Av, A € C.

1
2

Asi, si A = 4=, donde hemos usado Cauchy-Schwarz debe ser una igualdad, por lo que debe ser 0 = Ao/ = z (s)+iy(s) =
A (s )Hy (5)). Vs € (0,L).

. igualdad Wirtinger 27'r7s
x(s) +iy(s) = + be~
. _ 27r1§
A (s)+iy (s)) = a)\Qm —bAZle
2miA / L

a = a"F= = a=00)\= 5= 2mi
Entonces debe ser L 2mi - supongamos b = 0, entonces A\ = 52 y es 0 (s) = ae T, que es

b b27'r1>\ b_OO/)\__L’ ’ 27rz ’

- L = b= — T 2m
una circunferencia de radio a.
27”2 ‘@

Teorema: Weierstrass: sea o € (0,1) y sea Wy (z) = Y07 “5na—, @ € T. Entonces, W, € C(T) pero no es
derivable en ningtan xy € R. Es mas, W, € C* (T), pero W, ¢ C’O‘+E (x0), Ve > 0,29 € R

CAPITULO 6: MAS SOBRE EDPs

EDOs de Sturm-Liouville

A menudo, al resolver EDP por separaciéon de variables llegamos a EDOs de orden 2, del tipo
a®)z” () +b@) 2" () +ct)x(t)=—- z(t) t€la,bd]

{cond contorno

En cada EDP, debemos determinar (1) para qué valores de A existen soluciones no nulas? (2) encontrar autofunciones
On|Ly, (t) = —Andy (t) (3) probar ortogonalidad de las ¢, (4) determinar si toda funcion f (¢) se puede escribir como

f (t) = Znoo:O an®n (t) te [av b}
Y nos preguntamos si esto debe hacerse para cada EDP o puede generalizarse de alguna forma.
Un operador de Sturm-Liouville regular (L, cc) esta formado por:

(a) un operador diferencial L de orden 2: Lz (t) = —[a(t)z” (t) +b(t) 2’ (t) + c(t)x (t)],t € [a,b] donde a,b,c € Cr[a,b]
con a(t) > 0.

(b) unas condiciones de contorno cc fijas, o bien a1z (a) + ag2’ (a) = 0y byx (b) + baz (b) = 0 (¢s) condiciones separadas
o bien z (a) =z (b) y 2’ (a) = 2’ (b) (¢p) condiciones periddicas

Lo (t) = Ao (1)

b . En ese caso, A es un autovalor de (L,cc) y ¢ (¢) su
cc

Diremos que A € o (L, cc) (espectro) si ¢ # 0| {

autofuncion asociada.

Teorema general de Sturm Liouville

Sea (L, cc) un operador de SL regular. Entonces se cumple:

(1) o (L,cc) ={An}re; con Ay < Ay < ... < Ap < ... = 00

(2)si cc = ¢, entonces todos los autovalores son simples, o sea dim {gzﬁn € C2 [a,b] |Ldn = My, dn € cc} =1

si cc = ¢, entonces dim {ker (L — A\I)} < o0, Vn

(3 )Hw( ) > 0 un peso tal que {¢,},~, es BON en L2 ([a,b],w(t)dt). En particular, (¢n,¢m), =
f¢n Om (t)w () dt = 0,Yn #£m

b(s)
y w (t) es explicito, w (t) = —ef; atsy 48

(4) toda f € C? ([a,b]) Ncc se puede escribir como [ (t) = Y07, (f, dn),, &n (t),t € [a,b] con convergencia uniforme
Vit € [a, b]

.

Nota: se cumplen algunas propiedades méas que asemejan {¢,} a un sistema trigonométrico.

(5)¢y, tiene exactamente n — 1 ceros en (a,b)

~~
(6)teorema de equiconvergencia: si f € L' [a,b], entonces Sy f (t) =Y oe, (f, #n),, @n (t) cumple los mismos teoremas
de convergencia que las SF usuales.

(7) formula variacional de Rayleigh: )\, = min {(Lgb,d))w |¢p € C?N e, Al =1,0 L {1, ...,¢n_1}} y esto permite
aproximar )\, numéricamente.

Nota: en algunos problemas aparecen operadores SL singulares, o sea, puede ocurrir que a (t9) = 0 o bien b (t) , ¢ (t) — oo
ent =ty € [a,b], o también que [a, b] no sea compacto, como (—o0, 00).
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Ecuacién de la membrana vibrante
Tenemos una membrana horizontal tensa, situada en  C R? y fija en la 09 que solo sufre pequefias vibraciones verticales
con densidad p y tension 7 constantes (02 = %)
2
. U = C* (Ugy + U t>0,(x,y) €Q .
Buscamos u (¢, x,y) la altura del punto (z,y) € Q en tiempo ¢. Entonces { tzt ) ( mO w) (z,9) sujeto a
u(t, )0 =
las condiciones iniciales w (0,-) = f, u; (0,-) = g. Si la membrana es rectangular, entonces es (z,y) € [0, L] x [0, La].
T/

Buscamos soluciones u (t,z,y) = T (1) V (z,y) = T"V = (TVyy + TVy,) = *TAV = %T, = % =cte=p
AV =uV

Vo =0 este ultimo es el problema de autovalores del laplaciano. Empezamos por
loR =

Por tanto quedan (1) 7" = c2uT y (2) {

este problema, por SV: V(z,y) = X ()Y (y) = X"Y + XYY" =Xy = X7”+Y7” =pu = )gg =p— 3;,“ =cte =o.

X"=0X

X(0)=X (L) =0

caso 0 =0: X (r) = A+ Br = A=DB=0#

X" =-\2X ce A=0
= X (x) = Acos(Az) + Bsin(\z) = )

X (0)=X (L) =0 Bsin(ALy) =

Trn =12, ..y entonces X, (z) = sin (nLLf)

Empezamos por X. caso o > 0: { = X (z) = Acosh (/ox) + Bsinh (\/or) = A= B = 0#

Casoo:—)\2<0:{

Y'=(p+M)Y

.Loscasos u+A2>0 = Y =0
Y (0) =Y (Ly) =0 pes = #

AhoraY, quees p— 4 = -\?2 = {

caso p+ A = —12 <0 = Y (y) = Acos(1y) + Bsin(1y) = A= (0),7 =722 — Ym(y):sin(mL—zy),m:LZ...

y uniendo ambas expresiones obtenemos el candidato a solucion del problema de autovalores de A en R:

los autovalores son p = —pi’m = -\ — 72 m,n=1,2,..y las autofunciones son V,, ,, (z,y) = sin (”i””) sin (msz)
Por tltimo, resolvemos 7" : tenemos 1" = *uT = —c?pZ T = T (t) = Acos (¢pn,mt) + Bsin (cpn,mt) y la solucion final
es

Wt 2,y) = S0 2 A €05 (¢ mt) + B sin (e mt)] sin (222 ) sin (422 ).
Los coeficientes se calculan con las condiciones iniciales:
t=0 = f(z,y) =2 vy >om_ Anmsin <"£””) sin (m”y) (SF doble), y por ortogonalidad es

Apm = ﬁ OLI 0L2 f (x,y)sin ("L”) sin (”””’) dydz.

Y anélogamente g (z,y) = us (0,2,y) = > 1 €pn,mBn,m sin ("L”) sin (—) y es

L (L .
Bnm = m o Jo g (x,y)sin (an> sin (m”y) dydzx.

Ly
cada modo de vibracién espacial V;, p,.

2 2
Nota: el coeficiente cpy, m = C\/ ("—”) + (%) se llama frecuencia fundamental de vibracién (temporal) asociada a

Funciones de Bessel
Para v € N = {0,1,2,...}, la ecuacion 22" (z) + zf’ (z) + (22 = v?) f (2) = 0, z € (0,00) tiene como soluciones f(z) =
AJ, (z) + BY, (z) donde J, se denomina funcién de Bessel de 12 especie y viene dada por
_ S (=1)7 2\V+2]
Ju(2) =225 o+ (5)
z—0T

En particular, se tiene Jy (0) = 1y J, (2) = 2¥ — 0si 2 — 0 (para v > 0). Ademas, Y, (2) °—= oo y esta se denomina
funcién de Bessel de 2% especie.

Solo usaremos v € N, pero las definiciones valen para todo v € R tomando (v + j)! =T (v +j + 1), T' (o) = [;* e “u* " du, o0 >
0.

Lema 1: relacion entre J,, J,, Jyy1: 2J, (2) = vJ, (2) — 2J,41 (2)

Lema 2: calculo de ||J, ()\)|| 2f0 2rdr = (1 = Z—i) Ty (N2 + J, (M)

Lema 3: férmula de Sonine: f01 (1=r2)* g, () tide = 2Rt g L (), gy > -1

.

: s 2 P : 1 2 cosx _ 2 sinx
Jy, (x) no tiene expresion explicita, salvo los casos especiales v € Z + 5, J_1 [ J1 =\ v Pero para

T — 00 se sabe:
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Teorema 1: Jy(x):\/g%JrO( )Sim%oo

13(co|

x

Corolario: Z; (J,) ={A <2< A3 < ..} con ), =

Sea G, ffJ TQ sin (z — )+O()con9 = — 7. Dadoe > 0,3My = My TL€|’O(1)|§€,V£E2M0.
Entonces

sin(z — 6,) —e < G, (x) <sin(z — 60,,) + ¢, por lo que existe una raiz en cada intervalo mn + 0,, + (—2¢,2¢) ,m > My y por
tanto J,, tiene infinitos ceros y pueden ordenarse de forma creciente.

Nota: denotaremos Z (J,,) = {sn,m} o, vy puede probarse que s, = (m+ % — 1) 7+ 0 (L) si m — oo.

Sistema de Fourier-Bessel

R'(r)+ LR (r) = %R (r) = =X*R(r) 1€ (0,1)
R(1)=0,3R(0") cc

Este tiene solucion general R (r) = AJ, (Ar) + BY,, (Ar) y por las CC es B = 0y A € Z,(J,) con las autofunciones
{om (r) = T (Snmr) :m=1,2,...}.

Para n € N consideramos el problema de SL singular {

Teorema 2: el sistema {¢,, (r)}-_, es una BOG de L? (0,1), es decir

2 f(r)In(Sn,mr)rdr
F ) =12 = Sy am () T (snm) , i (f) = 2L n (o)
Ademés, si f € C2[0,1] con f (1) =0 (y f(0) =0 si n # 0) entonces la convergencia es uniforme Vr € [0, 1]

La membrana circular
uy =c*Au t>0,(z,y) €D
u(t,)=0 en OD Buscamos soluciones u (t,z,y) =T (t) V (z,y) = %TTN = A?V =cte = —\%
u(0,)=f w(0-)=g
Pasamos V a polares V (rcosf,rsinf) = R (r) © () y entonces es R"© + LR'© + 5 RO"” = —\?RO —> w =
U = cte = u? (se descartan los < 0). Y obtenemos dos EDOs

o
0" = —u%0 — O (0) = Acos (uf) + Bsin (uh) == _ e 7, Simetria CneN={0.1,..}
0(0)=0(2r) ©'(0) =0’ (2r) = H H H w= ={0,1,...

ue es una ecuacion de Bessel, con solucion general R (r) = AJ, (Ar) +
R(1) =0, 3R (07) d & ) ()

BY,, (Ar) por las condiciones de contornoes B=0y J, (A\) =0 = A€ Z, (J) = {sn1 < Sn2 < ...}.
Por tanto, o (—A,D, Vip = 0) = U,—, {s%m}::l (los autovalores del laplaciano en D).

Asi, si A = Ay = Sp,m entonces Ry, ., (1) = Jp (Anmr), On () = A, cos (n8) + B, sin(nf) y es Vi, p, = Ry m©y, que son
las autofunciones de A.

{’I“QRN +rR + (Mr?* = p?))R=0 (p=neN)

Ademas, T, 1 = iy m €08 (€A mt) + Br,m sint (CAy mt).

Por simplicidad, resolvemos la velocidad inicial u, (0,-) =0 = T’ (0) = 0 y obtenemos la solucién general
u(t,re?) =307 (3 cos (Anmt) Jn (Anmr) [Anm cos (n) + By, sin (n)].

Caso radial

u(t, ) = f (r), entonces la solucion solo tiene n = 0.

w(t,r) =D 1 am cos (csimt) Jo (8mr) con Zy (Jo) = {s1 = 2,41 < s = 5,52 < s3 = 8,65 < ...} (aproximadamente m-espaciadas)

Parat=0es f(r) =Y °"_ amJo (smT) = ay, = (‘chjjczism)l)é = fo ) Jo ($mr) rdr

Aspecto de las vibraciones fundamentales

Uo,m (t,7) = cos (csmt) Jo (s,r) donde cs,, es la frecuencia temporal y es cs,, ~ cmm + cte, por lo que la vibraciéon
aumenta con m.

Caso general

u(0,-) = f (re?), entonces u (t,7€) =37 [ 3> cos (cAp,mt) Jn (An,mT) [An,m cos (n) + By, sin (nf)].

Usando ortogonalidad, si ¢ = 0, entonces f (re’) = >0 5™ | J, (Anm?) [An,m cos (n) + By, sin (nd)] y entonces es
1 p2m 1

Apm = m fO o f (7“619) Ccos (n@) %GJH (An,mr) rdr

Bpm = 2 f (rei‘g) sin (n#) %Jn (Ap,mr) rdr

2
T2 () Jo
PD en cilindro
Au=0 . .
Q=D x (0,L) supongamos ¢ = 0 en la tapa inferior y el lateral y que ¢ (r,0, L) = f (r,0) es la temperatura

Ujpo = ¥
de la tapa superior.
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Usamos coordenadas cilindricas u (1,6, z) = u (rcosf,rsinf,z) ,0 <r < 1,0 € (0,27),z € (0,L). Queda

Ay = T 1 zz —
{ U= Uy + U+ U 0 y buscamos U(T,@,Z) = ‘/(7"7 G)Z(z) Por tanto es (Vrr + 1V + VGO)

u(r,6,0)=0 u(l1,0,z) =
VZ,/:(), de dOnde %ZinCtG ‘LL

Z(0)=0 V(1,0) =

—AV =uV
V\aJD =

72" = uz - 1V LV uv
Y obtenemos dos ecuaciones { H { ( + tr 90)

Empezamos por la segunda ecuacién, que es { , que ya resolvimos y es = A? > 0 con A € Up” o {Snm oy

y si g = 85, entonces Vi, (r,0) = Jy, (Sp,m7) (An,m cos (n) + By, sin (nd)) (en el caso radial solo queda n = 0).

Podemos también expresar, por simplicidad V,, 1 (r,0) = Jin| (Sn,m7) €%, n € Z con {spm}re_; = Z (Jjn))-
Z" = pZ = s},

Z(0)=0 es Zpm (2) = sinh (s, ;m2).

Entonces, para la otra ecuacion {

Asi, la solucion general es u (r,0,2) =3, 7 S 07| Ay - sinh (5p,m2) Jjn) (Snmr) €.

Yenz=~Les f(r,0)=u(r0,L)=> .25 Anmsinh (snmL) Jjn| (Sn,mr) € % v usando la ortogonalidad en L? (rdrdf)
es
An,m =

fo (r,0) Jjn) ($n,mr) e~ dOrdr.

1
sinh(sn,m L) J\nHl(sﬂ m)
Autovalores de —A
—Au = \u en {2

tenga una
(a1u+a2Vu-ﬁ>)|aQ =0 &

Sea Q C R¢ acotado con 99 regular, queremos determinar A € C tales que {

solucion u € C?(2) N C* (2) \ {0}. O sea, A € o (A, Q, cc).
Tipicamente se consideran las cc ujpo =0 0 Vu - W‘gg =00 (Vu- w+ ’yu)‘aQ =0,v7>0.

Teorema general

Sea Q C R acotado con 99 € C°°. Consieramos —Au = \u en 2 con cc estandar (Dirichlet, Neumann, Robin)

(1) Existen infinitos autovalores o (—A,cc) = {A,}o—; vy se cumple 0 < A\ < Ay < .. / oo. Ademas,
0€o(—A,cc) < cc=cy

(2) Multiplicidad: dim E = dim {¢ : —A¢ = ¢} < 00, VA € 0 (—A, cc)

(3) Ortogonalidad: Ex L E,, si A #

(4) I{pn},; € C> (Q) que forman BON de autovectores en L? (), o sea f = L? — 3> | (f, ¢n) ¢n, Vf € L? (Q).

Ademés, si f € C (Q) N cc la convergencia es uniforme en todo z € €2
(5)Formula de Rayleigh (en el caso cq):

A, = min {fQ Vo2 : ¢ € C2(Q)NCL(Q), |14l = 1,600 = 0,6 L {¢1, ...,¢n,1}}

Dem de (3): [, (Au)v— [, u(Av) Green2 Joo (Vu- ) v—u(Vo- 1) "5°0. Por tanto (Au,v) = (u, Av) y es autoadjunto.
Entonces, si ¢ € Ey, 9 € E,, con A # p, se tiene (p — ) (@, V) = (Ap,¥) — (p, Ay) = 0.
0 Cd,Cn

=4(%),
Jo0 ~u? ¢,

Dem de A > 0: A{p, ) = (—=Ap, ) Creenl _ Joa ch'ﬁ)go—i—fg |V¢|?. Ahora bien, Joa Vo -Hp= {

por lo que es A (¢, ©) =6 (¢ +fQ|V<p| >0 = A>0.

ca #
Ademas, A\=0€ 0 (—-A) < i(p) =Ony|V<p|2 =0 = p=ctec, ok
o #

Dem de (5) en el caso ¢g y n =1: sea A= {p € C*(Q) N C" (Q) [pjoa = 0}.

Lema: suponer que existe m = min {fﬂ Vol o € A lloll, = 1}, entonces m = \j.

Pasol: veamos que m < A\,VA € o (—=A). Si A € o(—A) entonces tomo su autofuncion asociada ¢ € A : —Ap = Ap y
lill = 1. Entonces A= A (g, ) = {~Ag, ) “*Z [ (9o E m.

Paso2: basta probar que m € o (—A). Usamos la hipotesis de que 3o € A con |¢|| =1 tal que m = [, IVol? = E(p). Sea

¢ € C (Q) entonces p + t¢d € .A vVt € Ry ademéas 30 > 0 : || + to|| # 0,t € (=9, ) por continuidad y |¢|| = 1. Tomamos

F() = [V (eHtd)® _ o Vel?+t? [o|VoI*+2t [, VeVe 1
le+tall? JlelP+2 [1o17+2t [ oo

0=f(0) = (tf\v¢>| +/ WW)|‘¢+\tlilfz;>ll‘\j(¢+t¢)H (¢ [161°+ ] 9) g = 2 <fg VoV — (fg |V<p|2) (f, 90¢)> _

Greenl,peC°(2)

(—0,9) y ademas f tiene un moinimo en ¢ = 0 con f (0) = m. Asi,

Q(faQV<p~ﬁ¢foA<p¢fme<p¢) = -2[,(Ap+mp)p = 0yestoVp € CX(Q) = Ap+mp =
0 = meo(—A).
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— kA t 0 Q
Corolario 1: ec calor en dominio Q@ C R%: sea f € C™ (Q) Entonces la EDP { ** u (tz) € (0,00) tiene
u Y, ) = f u (ta ) €cc
como solucion clésica u (t,z) = > oo e FAnt (f ¢,) ¢y (x), t > 0,2 € Q.
= ?Au (t,z) eRxQ

Corolario 2: ec ondas en dominio Q@ C R%: sea f,g € C™ (ﬁ) Entonces la EDP et
U(O,):fyut((),):g u(ta')ecc

tiene como solucion clasica u (¢, ) = >0, ((f, dn) cos (ctv/Ay) + % sin (ct\/)\n)) On ().

2
Teorema de Weyl: si Q C R? entonces ), ~ \Z;IL; sin — 0o con ¢g = ﬁ
d 1(0)]d

APENDICE
cos (A+ B) = cos Acos B — sin Asin B, sin (A + B) = sin (A)cos (B) + sin (B)cos (A), sin? (r) = =282 02 () =
2

1+4-cos(2z

0025 )

= fooo e “u*"tdu para a > 0, y I'(n) = (n — 1)! si n natural.

B(p,q) = fol P~ (1—-t)"" Lat = fo T)”“dt para p,q > 0.
() = 1.
Teorema de Fubini

Sean (X, M, ), (Y, N,v) espacios de medida o-finitos. Son condicion suficiente para [ fd(u x v) = [[[ f(z,y)dv(y)|du(z)
JU F @ y)du(u)ldv(y):

e Tonelli. f € LT(X xY), y ademas se tiene [ fydv, [ fydp L1 (X) y LT(Y) resp.

e Fubini. f € L'(X xY), y ademés se tiene [ f,dv, [ fydp L*(u) y L*(v) resp.

Lema de derivacién de integrales paramétricas: sea F : (a,b) x Y — C medible tal que (1) siy € Y = ¢t €
(a,b) — F(t,y) es derivable; y (2) 3h € L' (Y) tal que |ZF (t,y)| < h(y), Vt € (a,b). Entonces & [[, F(t,y)dy] =
Jy % (t,y) dy, Vt € (a,b).
TCD: sea { f,,} una sucesion de funciones integrables, la cual converge puntualmente a una funcién medible f. Si existe una
funcion g integrable, cumpliendo | f,| < g, Vn, entonces f es integrable con [ f =lim [ f,.

N _ n(n+1)(2n+1)
> n? = -6

n=1
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