Anélisis Funcional

Jose Antonio Lorencio Abril, Pablo Miralles Gonzalez

21/22



Contents

(I  Espacios de Hilbert|

|1 Introduccion: Espacios de Banach y espacios normados de dimension finita.|
(1.1 Espacios normados de dimension finita] . . . . . . ... ..o
[1.2  Algunos ejemplos de espacios de Banach| . . . . . .. ... ... ... ... .......

Espacios de Hilbert. Ortogonalidad y ley del paralelogramo|

2.1 Mejor aproximacion. Teorema de la proyeccion| . . . . ... ... ... ..

|3 Bases en espacios de Hilbert|

[3.1 Introducciéon a la topologia débill . . . . . ... ... ... oL

4  Aproximacion por polinomios en espacios de funciones

4.1 Series de Fourter en [—m,7l| . . . .. ... oo

[>Convolucién y aproximacién de funciones

(5.1  Problema de Dirichletl . . . . . . . . . oo

6 Ejercicios |

(II  Teoria Espectral de Operadores compactos normales|

|7 Inversion de operadores. Espectro|

[7.2  Aplicaciones del resultado de alternativa de Fredholm|. . . . . . . . . . ..
[7.2.1  Analisis espectral del operador de Laplace] . . . . . . ... ... ..

8 erciclos

(II1  Los principios fundamentales del Analisis Funcional

9  El teorema de Hanh-Banachl

[10 Teorema de Baire|

01T ] - T B h-Steml] |

|12 Teorema de la aplicacion abierta y de la grafica cerradal

13
17

21
23

24
26

26
29

32

41

41
52
95
55

55

62

62

66

67

68



Introduccion

Apuntes para la asignatura Analisis Funcional, de 42 del grado en Mateméticas (52 en PCEQO), en la
UMU, para el curso 21/22. Asignatura impartida por el Catedradico José Orihuela Calatayud.

Los resultados de teoria que pueden ser preguntados en el examen oral se mostraran resaltados mediante
un cuadro diferente al resto.

Part 1
Espacios de Hilbert

1 Introduccién: Espacios de Banach y espacios normados de dimen-
sion finita.

Definition 1.1. Sean X un espacio vectorial sobre K (= R, C aunque usaremos R casi siempre)
v ¢ : X — R una funcién. Diremos que

1. g es subaditivasi ¢(z+y) < ¢(z) +q(y),Vr,y € X
2. q es positivamente homogénea si ¢ (az) = aq (z),Vx € X,a >0
3. ¢ es una seminorma si ¢ es subaditiva y ¢ (ax) = |a| g (z) ,Vz € X,a € R

4. g es una norma si g es una seminorma y q(z) =0 < z =0

Definition 1.2. Un espacio normado es un espacio vectorial X con una norma ||-||.
Un espacio normado (X, ||-||) se llama espacio de Banach si la distancia d : X x X — R
asociada a la norma mediante la férmula

d(z,y) = [l -y

es completa. Es decir, cada sucesion de Cauchy en (X, d) es convergente.

Dado A C X, denotamos span (A) al menor subespacio vectorial que contiene al conjunto A.
Se define la distancia de x € X a S C X como d (z,S) = inf {d (z,y) : y € S}.



\.

1.

Proposition 1.3. Sea X un espacio normado. Entonces

Las aplicaciones s : X x X — X yp: R x X — X definidas, respectivamente, por las
formulas
s(z,y)=z+y plez)=az

son continuas.

Las aplicaciones sy : X — X ypq : X — X con a # 0, definidos, respectivamente, por
sy(x)=z+vy Do () = ax

son homeomorfismos.

Si G es un subconjunto abierto de X, también lo es G + A cualquiera que sea el conjunto
AcCX.

. Si F es un subconjunto cerrado y K es un subconjunto compacto, entonces K + F es

cerrado.
SiY C X es un subespacio vectorial también lo es su clausura topoldgica Y .
Un subespacio Y C X es un subespacio propio de X si, y solo si, el interior de'Y es vacio.

El espacio normado X es completo si, y solo si, para cualquier sucesion (yy), en X tal
- o d (e.0]
que la serie real Y ° | ||yn|| es convergente se verifica que Y " | yn converge a un punto

de X.

SiY C X es un subespacio vectorial de X, entonces Y es un espacio normado para la
norma inducida. St X es de Banach, entonces Y es cerrado si, y solo si, Y es de Banach.

Proof. TODO




Proposition 1.4. Sean X,Y espacios normados
1. SiT: X =Y es lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) T es continua en 0
(b) La imagen por T' de un conjunto acotado en X es un conjunto acotado en'Y
(c) sup{IIT @] : |lz]) = 1} < o0
(d) AM >0 :||T (2)|| < M ||z|| ,Vz € X
(e) T es uniformemente continua en X
(f) T es continua
2. Si denotamos por L (X,Y) el conjunto de las aplicaciones lineales y continuas de X en'Y,

entonces L (X,Y) es un espacio vectorial y la funcion definida para cada T de L(X,Y)
mediante

1T = sup {7 (@)[| : ll=]| <1} = {IT ()] = [l] = 1} = {UT (@] : ll=]] < 1}

es una norma en L(X,Y). Ademds, si Y es un espacio de Banach, entonces también lo

s (L(X,Y), (1)

3. La composicion de aplicaciones lineales y continuas es lineal y continua.

\. J

Proof. Demostremos primero 1.

e = f] Obvio.

[f = a] Obvio.

[a = f] Como T es continua en 0, entonces Ve > 0,36 > 0| ||z y <0 = ||Tz|y <e. Seaxg € X,
entonces, dado € > 0, si || — zg| y < J se tiene, por la continuidad en 0, que ||T (z — z¢)||y < € T Zingal
| Tz — Txolly <e

[a = €] Sea ¢ > 0, por la continuidad en 0 existe § > 0 de forma que si ||z —y||y < 0 entonces
T (z—y)lly <e < |Tx—Tyl|ly < ey tenemos la continuidad uniforme, pues el § que vale en el
0 vale para todo el espacio.

[a = d] 30 >0:Vzr € X||lz]|y <0 = ||Tz|y < 1. Ahora bien, dado z € X, podemos tomar

i), -
llll Y

x = 5% y entonces es ||2'|| y <6 por lo que || T2'|y <1 <= 1> HT (5%) HY = ‘

W |Tz|ly <= ||Tzlly < 3%|z|x y entonces M = % y tenemos el resultado.

[d = b] AC X acotado = |la||y <m,Va€ A = ||Tally < M |la||y < M -my TA es acotado.
b = ¢] Como A = {z|||z||yx = 1} es acotado, entonces también lo es {T'z : ||z| y =1} = T'A.

[c = a] Sea € > 0, entonces M > 0 tal que

‘TWHY <M < |Tzly < M |jz|ly y entonces si

lzllx <7 = [|Tz[ly <ey T es continua en 0.
Y ahora probamos 2.

e Es EV: obvio
e ||7'|| es norma:

= T+ Qll = sup {I(T + Q) (2)| - [l«]| = 1} = sup {[| Tz + Q| : [lz|| = 1} <sup{[|T| + [|Qz[| : [|=[| =1
sup {[[T|| : [l=f| = 1} + sup {[|Q[| : [[=]] = 1} = T + [|Q]
— Sia >0, entonces ||aT'|| = sup{||aTz| : ||z|]| =1} = asup{||Tz| : ||| =1} = a|T||

— Es seminorma: OK



— Es norma: [|[Tz|| =0 < sup{||Tz||:|z]| =1} =0 <= ||Tz||=0,Vz: ||z| =1 <=
Tx=0Vo:|z||=1 <= T=0

e SiY es Banach, entonces L (X,Y) es Banach: sea {T},}, de Cauchy, o sea, que Ve > 0,3ny € N :
Vn,m >ng = |1, — Tin|| < e. Para x € X, sea {T,,x},, C Y una sucesion, que es también de
Cauchy, porque

X
] [ ITaz — Tz = [T — To] < ¢ ]

‘ 1

> = —
’ ]

7T _p T
] ]

teniendo en cuenta que x es fijo. Por tanto, como Y es de Banach, esta sucesion tiene limite y
definimos Tx = lim,, T,,z,Vx € X. Solo hay que ver que T € L (X,Y):

— Lineal: T (z +y) = lim,, 75, (z +y) = lim, T, + T,y = limTyx + lim T,y = Tax + Ty, y
T(ax) =1limT, (ax) = alim Tz = aT'x

— Continua: sea A C X acotado. Entonces, si x € A es

[[-]] cont ..
= 1

ITz| = ||lim T,z im || T,,z|| < lim M,, < 0o

Y solo queda ver x. Podemos tomar los M,, como los supremos que nos dan la cota, o sea,
las normas ||7},||. Entonces

[ My, = M| = ([Tl = 1T |

yVe>0,30 >0: [T, —Tnl| <6 = ||Th]| — |Tm]|| < € por la continuidad de ||-[|. Y
por ser {T},}, de Cauchy, Ing € N : Vn,m > ng, |1, — Trn|| < 9, por lo que {||T5||},, es de
Cauchy y por ser R completo, esta sucesion converge y existe M = lim M,, < oc.

Falta ver el ultimo punto, 3. Es sencillo:
T(Q(x+y)=T(Qr+Qy) =T (Qz) + T (Qy)
T(Q(ax)) =T (aQz) = aT (Qx)
v es lineal. Falta ver la continuidad:
T cont Q cont
ITQz|| < Mr|Qz < MrMq ||

y entonces T'Q) es continua. 0

Definition 1.5. Las aplicaciones lineales de X en R se suelen llamar formas lineales y el
conjunto de estas es el dual algebraico.

Si X es un espacio normado, el espacio de Banach L (X,R), denotado por X*, es el dual
topolégico de X.




Definition 1.6. Sean X, Y espacios normados.

1. Una aplicacién T : X — Y es un isomorfismo topolégico de X en Y si es un isomor-
fismo algebraico tal que Ty 7! son continuas. Y en ese caso X e Y son topologicamente
isomorfos.

2. Un isomorfismo topolédgico se dice isométrico si conserva la distancia:
1T (@)]| = ll=l, Vo € X
Y en tal caso, X e Y son isométricamente isomorfos.
3. Si [|]|, || son normas en X, se dice que son equivalentes si la aplicacion identidad
I (X ) = (X5 1)

es un isomorfismo topolégico de espacios normados.

Proposition 1.7. Sean X e Y espacios normados.

1. Sea T : X — Y wuna aplicacion lineal sobreyectiva. Entonces T es un isomorfismo
topoldgico si, y solo si, existen cosntantes m, M > 0 tales que

m|z]| < ||T ()| < M |lz]|, Ve € X

2. Si |||, || son dos normas en X, entonces son equivalentes si, y solo si, existen m, M >0
tales que
mlz| < ||zf| < M |z],Vz € X

3. St X eY son espacios normados isomorfos, la completitud de uno equivale a la del otro.

Proof. TODO O

Las aplicaciones lineales entre espacios normados se suelen llamar operadores, y se dicen acotados
cuando son continuos, y no acotados en caso contrario.

Proposition 1.8. Para cada espacio normado X existen un espacio de Banach X y una apli-
cacion lineal isométrica J : X — X tales que J (X) es denso en X.
El espacio X se denomina complecion de X.

Proposition 1.9. Sea X un espacio normado. Si Y es un subespacio vectorial cerrado del
espacio normado X, entonces el espacio vectorial cociente X/Y es un espacio normado, para la
norma cociente dada por

lz+Y|=inf{|jz+y|:yeY}

La aplicacion cociente @ : X — X/Y es lineal, continua y abierta.
La norma cociente genera la topologia cociente.

Si X es de Banach, X/Y es de Banach.




Definition 1.10. Sea X un espacio normado y sean Y,Z subespacios vectoriales tales que X es

la suma algebraica de Y y Z:
X=YqpZ

Se dice que X es la suma directa topologica de Y y Z si las proyecciones canénicas Py y
Py de X en X:
Py(y+z)=y

Pz(y+2):Z

son continuas.
En tal caso se dice que Z es un complementario topolégico de Y respecto de X.

Corollary 1.11. 5: X =Y & Z y la suma es directa topoldgica, entonces Y y Z son cerrados.

Proof. Y = P;' ({0}) preimagen continua de un cerrado, y es cerrado. Igual para Z = Py;* ({0}).
O

1.1 Espacios normados de dimensioén finita

Vamos a ver como ejemplos de espacios de Banach los espacios euclideos K", que son de dimensiéon
finita, y en los que la distancia entre dos puntos x = (x;);_, ,¥ = (¥i);—, esta definida por

que no es mas que la distancia asociada a la norma

lzlly = (i Ixi2>

i=1

N

Veamos que es, efectivamente, una norma:

1. Para todo z € K:
[z][ =0

1

n 3 n

]l =0 < (Z |$i]2> =0 <= > |2)’=0 < |z =0Vi=1,...,n < =0
=1 i=1

[
N

1
2

1 1
2 Jawly = (Siylan?)® = (SrylaP @) = (laP Sy o) = lal (X0 el®) =

lal |l

3. La desigualdad triangular es méas costosa. Vamos ahora a desarrollar un resultado mas general y
que nos serd util méas adelante.

Vamos a generalizar la norma definida a la siguiente

lll, = (i Ixilp);



para cualquier p > 1, y que es una norma. Las dos propiedades ya vistas se hacen de la misma forma
y son evidentes. Vamos a ver la desigualdad triangular, para p > 1 (para p = 1 es la desigualdad
triangular del valor absoluto).

4 = = 1). Entonces

Lemma 1.12. Sean a,b> 0 yp > 1. Sea q el conjugado de p (% %
P

ab < @ 4 =
p q

Proof. Por la convexidad de la exponencial tenemos

1 1 convexidad ] 1 aP b4
1100 aP+1 log b4 p a
ab 6log ab 6log a+logh __ ep og a +q og < 7610ga 7610gb = — +

p q p q
O
Proposition 1.13. Destgualdad de Hdélder
Sean ag, by >0 con1 <k<nynéeN. Sip>1yq es el conjugado de p, entonces se verifica
1 1
n n P n q
> (o) (3t)
k=1 k=1 k=1
Proof. Sean A = (2221 aﬁ) (Z el ) y supongamos que son no nulos (Sl son nulos es obvio,

pues obtenemos 0 a ambos lados). Aplicamos el lema anteriora Ay, = % y By, = B, y obtenemos

n n n q n
Ak k b, 1 1
— AkBk< Ap Bp—* 74‘ L =—qdt-=1 = apbr < AB

n

k=1

O

Corollary 1.14. Destgualdad de Minkowski
Sean ap,br, > 0 paral <k <nyneN. Sip>1 entonces se verifica

(Seewr) <(8) ()

Proof. Para p = 1 tenemos una igualdad evidente. Supongamos entonces p > 1 y tomemos su conju-
gado ¢. Tenemos entonces }D—i—%: l <= q+p=qp <= p=qp—q=q(p—1).
Entonces:

\.

n i n n Hélder
D (an+0) = (ak+bx) (ar + )" =Y ap ek +b)P "+ bp(ap+b)P <
k=1

k=1 k=1 k=1

n P n : n 1 n :
< (Z “i) <Z ax + br) 9" 1)> + ( bﬁ) < (a + bk)p(q_1)> =
k=1 g =1 g
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Y entonces

<i(ak+bk)p>p_ (i(akmk)ﬁ) ‘< (iaﬁ>p+ < y %)p

k=1

Y ahora deducimos muy facilmente la desigualdad triangular:

1 1 1
" P Minkowski n P n P
lz+yll, = (Z ($k+yk)p) < (Zﬂfi) + (Z?ﬁi) = [lll,, + [lll,
k=1 k=1

k=1

Denotaremos a partir de ahora al espacio K", con la norma ||-|| p» bara 1 < p < oo por .
Con £5° denotamos a (K™, |-||,) donde

]| oo = sup{|zs| : 1 <i <n}

Un hecho relevante es que todas estas normas son equivalentes en K", como consecuencia de las
desigualdades

1
2]l < Mlzll, < n7 |2l

por lo que definen la mismo topologia, que no es otra que la producto y como K es completo, lo es
K" con cualquiera de estas normas, y es (K", ||| p) es de Banach. Este hecho es incluso mas general,
como establece el siguiente resultado:

Proposition 1.15. Si X e Y son espacios normados finito dimensionales con la misma dimen-
stom, entonces X e Y son topoldgicamente isomorfos.

Si n es la dimension comin y {er : 1 < k <n} es una base algebraica de X, entonces el isomor-
fismo algebraico natural entre €1 y X, dado por

n
T(2) =T (a1,....,an) = Zaiei
k=1

es, de hecho, un isomorfismo topologico.

Corollary 1.16. Se verifica:

1. Todas las normas en un espacio finito dimensinal son equivalentes
2. Todo espacio normado de dimensién finita es de Banach
3. Todo subespacio de dimensioén finita de un espacio normado es cerrado

4. Toda aplicacion lineal de un espacio normado de dimensién finita en un espacio normado
arbitrario es continua

5. En espacios normados de dimension finita los conjuntos cerrados y acotados son compactos

10



Lemma 1.17. Lema de Reisz sobre la existencia de elementos cast ortogonales
Sean X un espacio normado e Y C X un subespacio cerrado propio.
Si0 < e <1, entonces existe . € X con ||ze||=1yd(z:,Y)>1—¢.

Proof. Sea z € X \'Y, y como Y es cerrado se tiene que d = d (z,Y) > 0.
Como d < % entonces existe yo € Y tal que d < ||z — yol| < 1%5 (%).

Sea
T — %o
Te = —
[l = yoll
y para cada y € Y se tiene
— Yo 1
lee =yl =\ — = ¥ = 7 llo — w0 — llz = woll Wl
Iz = ol [l = yoll
1 d ()
=———d@yo+llr—yly) =2 —F7>1-¢
[z = yoll |z = yoll
Por tanto, d (z.,Y) = inf {||z: —y||:y €Y} > 1 —e. O

Corollary 1.18. 5i X es un espacio normado de dimension infinita, entonces existen una suce-
sion de subespacios (My,),, (que pueden tomarse finito dimensionales) y una sucesion de vectores
(Yn),, tales que, para cada n € N se verifica que

M, C Mn+1 UYn € M, HynH =1 d(y'rH—laMn) >

Teorema de Riesz

Theorem 1.19. 57 X es un espacio normado las siguientes afirmaciones son equivalentes:

N |

1. X es de dimension finita
2. Todo conjunto cerrado y acotado de X es compacto

3. La bola unidad cerrada Bx = {x € X : ||z|| < 1} es compacta.

\.

Proof. [i) = 1ii)] Si X es de dimension finita, entonces tiene una base {z1, ..., z, } siendo n la dimen-
sion de X. Asi, podemos tomar el siguiente isomorfismo

T:R* —» X
€; e A
y la norma en R" dada por [|z||g. = ||Tz]| -
o llzn > 0 es obvio v [lyllg, =0 = [Tyl =0 2™ 1y —0 Ty g

o ly+zlgn =T W+ 2)llx = 1Ty + Tzllx < |Tyllx + T2 x = [[Yllgn + [|2]lgn

o llayllgn = [Tayl x = llaTyl x = lal[|Tyllx = lal [lyllg~

11



Y vemos como es una norma, que serd equivalente a la usual (recordemos que en R" todas las normas
son equivalentes).

De esta manera, es obvio que T es un homeomorfismo, ya que si A es un abierto en X, y tomamos
a € A, entonces 3r > 0: B(a,r) CAyIbeR con Thb=a = b=T"tac T 'Bx (a,r) C T 1A
Dado ¢ € T7'B (a,r) se tiene d (b,c) = ||c = bllgn = || T (c = b)||x = ||[Tc—Tb||x = d(Tec,a) <7,y
entonces Bgn (b,7) C T~1A, por lo que la preimagen de A es abierta, y T' es continua.

De igual forma se ve que T 'es continua, teniendo en cuenta que, dado z € X, podemos escribir
v =Ty con y € R", y entonces [zl = [Tyllx = [llen = |72 5.

Ahora, sea A un conjunto cerrado y acotado en X, entonces 7 'A también es acotado por ser T
lineal continua, y ademas es cerrado por ser 7" un homeomorfismo. Entonces, T~'A es compacto por
ser cerrado y acotado en R™. Y su imagen por T, es decir, A, es compacto, por ser imagen de un
compacto por una aplicacién continua.

Si queremos ver esta dltima afirmacion, sea f : X — Y una aplicacién continua y K C X compacto. Sea
{A;},c; un cubrimiento por abiertos de f (K), entonces { f~* (Ai)}iel es un cubrimiento por abiertos
de K, por lo que admite un subcubrimiento finito {f~' (A1), ..., f ™' (4n)}, 0 sea, K C f~1(A;) U
LU AR = (AU UA,) = f(K)C AjU...UA,, y obtenemos un subcubrimiento finito,
por lo que f (K) es compacto.

[it) = 1ii)] Es obvio.

[i1i) = )] Supongamos que X es de dimension infinita. Entonces podemos aplicar el corolario
anterior. Asi, si X es de dimension infinita, existen estas sucesiones de subespacios y de vectores.
En concreto, la sucesién {y,}, no admite ninguna subsucesién convergente, ya que |y, — ym|| > 3 si
n # m. Asi, la bola unidad no es compacta secuencialmente, y por tanto no es compacta. Queda
demostrado por contrarreciproco.

[i1i) = )] (Otra forma, prueba de Choquet)

Como Bx es compacto, 3z1, ..., 2, € X tales que Bx C |J;, (xz + %BX).

Sean Y = span{z1,...,zp} y @ : X — X/Y la aplicacion cociente. Entonces

n
1 1 1
Bx;y =Q(Bx)=J@ (901 + 2BX> =5Q(Bx) = 5 Bxyy
i=1
ya que Q (z;) =0, al ser z; € Y.
Asi, procediendo de forma inductiva, se tiene

1 1 1
BX/Y C in/y C ZBX/Y C...C 273)(/3/ C...

Si 2 € Bx/y entonces z € 2%BX/Y para cualquier n € N. Es decir, si [|z|| < 1 en X/Y, entonces
|2|| < 5% para todo n € N. Esto quiere decir que Bx;y = {0} y entonces X/Y = 0. Por lo tanto,
X =Y,y es de dimensién finita. O

Proposition 1.20. Para un espacio normado X se verifican:

1. SiY C X es un subespacio vectorial cerrado y Z C X es un subespacio vectorial finito
dimensional, entonces Y + Z es un espacio vectorial cerrado.

2. 5t Y es un espacio normado y T : X — Y wuna aplicacion lineal cuya tmagen es un
subespacio de dimension finita, entonces T es continua si, y solo si, Kerl es cerrado.

Corollary 1.21. Sean X un espacio de Banach, e Y C X un subespacio cerrado de codimension
finita (dim X/Y < o0). Entonces cualquier complementario algebraico Z de Y es un comple-
mentario topologico.

12



Proof. Queremos ver que si tomamos Z tal que X =Y @ Z, entonces las aplicaciones proyecciones
canodnicas son continuas. Como Y es de codimensién finita, entonces cualquier Z que complete X en
suma directa con Y tiene dimension finita, y aplicando el (2) de la proposicion anterior, tenemos que
la aplicacién Py es continua, pues KerPy; =Y, que es cerrado. Y, por otro lado, Py = I — Pz, por lo
que es suma de aplicaciones continuas, y es continua. O

1.2 Algunos ejemplos de espacios de Banach
1. = {x — (@), € RV : 2], = (5, 2?7 < oo} 1<p<oo
2. 4 = {z = (z,), € RV : ||z||, = sup, |zn| < 00}
3. co = {z = (zn),, € RY : lim, |z,| = 0}
4. ¢ ={z = (z,), € RN : 3lim,, z,, }

5. cop = {$ = (:En)n S RN : E|n0|xn = O,VTL > no}

2 Espacios de Hilbert. Ortogonalidad y ley del paralelogramo

Los espacios de Hilbert son un tipo especial de espacios de Banach, que aparecen como la generalizaciéon
natural de los espacios euclideos de dimensién finita. Estos espacios son aquellos espacios de Banach
cuya norma procede de un producto escalar. En R™ conocemos el producto escalar

n
k=1

y se tiene
[l = +v/(z, z)

Esto puede extenderse al espacio ¢ real de dimension infinita mediante

S
<J), y) = Z LYk
k=1

donde la convergencia absoluta se sigue de la desigualdad de Holder, aplicada a las sumas parciales.
Es un hecho destacable que solo £ de entre los espacios /7 es de Hilbert (aunque todos son de Banach,
como vimos).

Vamos a formalizar las ideas introducidas:
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Definition 2.1. Sea H un espacio vectorial sobre R. Un producto escalar sobre H es una
aplicacién
(w):HxH-—>R

que verifica:

1. {(ax +by,2) =a(x,z) +b(y,2),Vz,y,z€ Hya,beR

2. (z,y) =(y,2) ,Vz,y € H

3. (z,z) >0y (z,2) =0 <= =0
Se llama espacio prehilbertiano a un espacio vectorial H dotado de un producto escalar.
No obstante, no trabajaremos con estos espacios. Trabajaremos con los espacios de Hilbert,
que son espacios prehilbertianos completos, o, dicho de otra forma, espacios de Banach en los
que la norma se expresa como un producto escalar.

Las tres propiedades del producto escalar se expresan diciendo que (-, -) es una forma bilineal
simétrica definida positiva.

Proposition 2.2. Si (H,(-,-)) es un espacio prehilbertiano (o es de Hilbert) entonces

1. Se verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[z, 9)|* < (z,2) (y,y)

y serd una igualdad si, y solo si, x e y son linealmente dependientes. Esta propiedad,
expresada en términos de la norma, queda

(@, o) < ll=[l [yl

2. La funcion
]| = ++/{z, z)

define una norma en H. Ademds, se verifica

l+yll = llzll + lyl] <= 2=ay,a>0

Example 2.3. Espacios de Hilbert

1. R™ con el producto escalar

n
=1

2. 12 = {x = (), ERN: 7% |z,|* < oo}, con el producto escalar que adelantamos

o
(@,y) =D Tnyn
n=1
3. L?(Q,%, 1), donde p es una medida positiva en el espacio medible (€2, 2), con el producto escalar

(fi9) = /Qfgdu

14



donde g es el conjugado de g (si g es real se queda como esta).

Proposition 2.4. Sean H un espacio prehilbertiano y ||| la norma asociada. Entonces

1. Se verifica la siguiente ley del paralelogramo
2 2 2 2
I+ 912 + llz =y = 2 (2l + 1)) vy € H
2. Si K = R se verifica la siguiente identidad de polarizacién real

1
(w,9) = 7 (Il + 9l = lo —yI) Yo,y € H

3. (Esta nos da un poco igual) Si K = C se verifica la siguiente identidad de polarizacion
compleja

1 . . . .
(@.9) = 7 (Il + 9P = llo =yl +illz + iyl — i | — iy]*)

Proof. Vamos a ver las dos primeras afirmaciones:

1.
lz+yl +llz—yl* = (@ +y,z+y)+ (& —yz—y) =

= (@,2) +2 (@) + (1,9) + (@,2) = 2@,9) + (v.y) =2 (ol + ]

7 (49l — e = 1) = 7 (Gt + 2 (,9) + Tt — e + 2, ) — Tivsd) =
1

= 1 4@y) = (@.9)

Theorem 2.5. Jordan-Von Neumann
Si (X, ]|-]]) es un espacio normado, son equivalentes:

1. Euziste un producto escalar en X tal que (z,z) = ||z||*,Vz € X

2. La norma ||-|| verifica la ley del paralelogramo

I+ yl2 + e = oll® = 2 (Il + ) vy € X
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Definition 2.6. Sea H un espacio de Hilbert.

1. Los vectores z,y € H son ortogonales, = | y, si (z,y) =0

2. El vector z se dice ortogonal a un subconjunto M C H, x | M, si para todo y € M
se cumple (z,y) = 0.

Se llama ortogonal de M al conjunto

M+ ={zeH: (z,y)=0,Yy € M}

3. Una familia (2;),.; se dice ortogonal si z; L z; para cada i # j € I. Si, ademas, se
cumple que [|z;|| = 1,Vi € I, entonces la familia (;),.; se dice ortonormal.

Proposition 2.7. Sea H un espacio de Hilbert.

1. St x,y € H yx Ly netonces se verifica el teorema de Pitdgoras

2 2 2
[l +yllI” = [l=]" + llyll

2. 8i (xz;); es una familia ortogonal y x; # 0 para todo i € I, entonces (x;); es un conjunto
linealmente independiente.

3. Si M C H, entonces M* es un subespacio cerrado de H.

Lemma 2.8. Gram-Schmidt
Sea (xy,),, una coleccion contable de vectores linealmente independientes en el espacio prehilber-
tiano H. Si se define por induccion la sucesion (uy), mediante

Y1
Y1 = 21, Ur = 17—
[yl
n—1 y
ynzxn—Z@mUﬁyj, unzina n>2
2 To]

entonces (uy),, es una sucesion ortonormal en H y para cada n se tiene
span{uy, ..., up} = span{xy,...,x,}

Corollary 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio finito dimensional de H.
Entonces:

1. M tiene una base algebraica formada por vectores ortonormales

e M es isomorfo, como espacio de Hilbert, a K", con n = dim M
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2.1 Mejor aproximaciéon. Teorema de la proyecciéon

Definition 2.10. Sean (H, (-,-)) un espacio de Hilbert, [|-|| la norma asociada a (-,-), d la
métrica asociada a ||-|| y S un subconjunto no vacio de H. Fijado z € H, si la funcion d (z,-)
alcanza un minimo en S, o sea Iy € S : d (z,y) = d(x, S), se dice que y es un vector de mejor
aproximacion de x a S.

Remark 2.11. No siempre existe un vector de mejor aproximacion.

Recordemos que un conjunto convexo es un conjunto A tal que

M+ (1-XNACAVAE,1]

Theorem 2.12. Sea H un espacio de Hilbert y sea C' C H un subconjunto convexo y cerrado.
Entonces, para cada x € H, existe una dnica mejor aprorimacion de x a C.

Proof. Podemos trasladar el espacio y suponer, sin pérdida de generalidad, que = = 0.

Sea a = inf{d(0,2):2€ C} = inf{|z|:2€C} y sea (y,), una sucesiéon de vectores en C' con
limy, [[yn | = a.

Para concluir la prueba de la existencia, basta demostrar que (y,),, es de Cauchy, ya que la completitud
de H y el ser C cerrado nos garantiza que las sucesiones de Cauchy en C conergen a un punto de C,
lo que nos dara un y € C' limite de la sucesion, y por la continuidad de la norma tendremos

Iyl = [Jtim || = lim 1| = @ = (0,)

Asi, dado € > 0, sea ng tal que n > ng = |lyn]|* < a® +¢. Por la ley del paralelogramo se tiene

Yn — Y 2 2 2 ?
n m
| =5 (lonl? + 1) -

Yn + YUm

2 2

y notese que W% € C por convexidad, de forma que

2 2
Yn + Ym —d yn"'ym’o 2052
2 2
Por tanto, si n,m > ng se tiene
Yo = m || _ 1
‘"2"1" Sg(a2+€+a2+€)_a2:€
Para la unicidad, supongamos que existieran y, z € C' con a = ||y|| = ||z||. Utilizando de nuevo la ley

del paralelogramo y la convexidad de C' obtenemos

1 2 2) y+z
=5 (1 1e1?) - |25

2 2

<

Hy2z %(a2+a2)—a2:0:>y:z
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Theorem 2.13. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio prehilbertiano H. Son equivalentes:
1. Existe un vector y de mejor aprozimacion de x a Y
2.x—ylY

Ademds:
1. Si el vector de mejor aproximacion existe, entonces es 1unico

1. ST Y es de Hilbert, el vector de mejor aproximacion siempre existe

Proof. [1 = 2] Dados z € Y,a € R, se tiene

*
lz = ylI* < llz —y + azl* = (x =y + az, 2 —y + a2) = & — y||* + a®[|2]* + 20 (z — y, 2)

x se debe a que como Y es un subespacio, z € Y =— az €Y =— az—y € Y, y por tanto la
distancia con x es mayor o igual que la distancia a y, que es un vector de mejor aproximacion.

De donde
0< a2 + 20 (x — 3, 2)
Tomando a =t (x — t,z) ,t € R, obtenemos
0<2t(x—y,2)° +* (x—y,2)° 2|
Asi, si suponemos que existe z € Y tal que (x — y, z) # 0, entonces se tendria
0<2t+t%|z]*,Vt e R
lo cual es imposible. Por tanto, (x —y,z) = 0,Vz € Y y tenemos el resultado.
[2 = 1] Para cualquier z € Y, se tiene

2 Pitagoras, z—yLlY ”

lz = 2[* = llz =y +y — 2| z=yl* +lly = =l* = l|l= — y|I?

Por tanto, y es el vector de mejor aproximaciéon de x a Y.

[i.] Supongamos que y, z € Y son ambos vectores de mejor aproximacion. Entonces x —y,x — z € Y+,
ytambiénz —y — (z —2)=2z—y €Yt —= z—yc¥YNY+ = 2—y=0 = z=y.

[i7.] Los subespacios son convexos y es cerrado, el teorema anterior nos proporciona el resultado. [

Teorema de la proyeccion (enunciado alternativo)

Theorem 2.14. Sea M un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H.
Entonces, existen un dnico par de aplicaciones lineales y continuas P, Q tales que

PH)=M Q(H)=M+ z=Pzx+QxzNVrxcH
Ademds

l.zeM = Pr=z,Qr=0
reM! = Pz=0,Qzr==x

2. lle - Pal| = inf {l — | : y € M}
3. |lel® = | Pe|® + |Qa|)? Vo € H

El operador P, que a cada x € H le hace corresponder la mejor aproximacion de x a M, recibe
el nombre de proyeccion ortogonal de H sobre M.
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Proof. El vector y = Px lo obtenemos por el teorema anterior, pues es el tinico vector que satisface
x—y L M. Ademas, tomando z = z —y € M, tenemos que = y + z y, dado que M N M=+ = 0,
entonces la suma H = M + M es directa. Asi, tenemos M = P (H) y @ viene definida naturalmente
por Q=1Id—P,yes Q(H)=M", ycomo la suma es directa, la descomposicion del espacio es tnica,
y también lo es la descomposicién I = P + @), lo que nos da la unicidad del par de aplicaciones.
Veamos que P es lineal, para ello escribimos x =y + 2z y 2’ = 3 + 2/, entonces

P(m—i—x’) :P(y—i—z—i—y'—i—z’) :P((y—i—y’)—i—(z—i—z’)) =y+y = Px+ P2

P (ax) = P (ay + az) = ay = aPx

y P es lineal, ademas lo es () por ser suma de lineales.
Para ver la continuidad, tomamos N un subconjunto acotado de H, entonces, si x € N

[zl = lly + 2l = llyll = 1Pz

y por tanto la imagen P (N) es acotada y tenemos la continuidad por Como antes, () es continua
por ser suma de continuas.

[1] Siz e M entonces z =y+0 — Pr=y==x,Qrx=2—y=y—y=0. La otra es anéloga.

[2] Por como hemos definido P, es obvio.

2 9 Pitagoras, Px1lQx 2 2
3] [lz]|* = [Pz + Qx| = [Pz ]|” + || Q| O

Corollary 2.15. Si tenemos un subespacio cerrado propio M C H, entonces 3z € M+, x # 0

Proof. H = M @& M~ y supongamos que M+ = 0, entonces si € H se tiene por el teorema de la
Proyeccion que t =y +zcony e M,z e Mt — 2=0 —= 2=y — €M = M = H#
Contradiccién, pues M es propio. O

Proposition 2.16. Sea {uy,...,u,} ortonormal en H, entonces
2 2
[ =34

Proof. Esto se puede probar de varias formas, una es aplicar el teorema de Pitagoras n — 1 veces.
Otra es la siguiente cuenta

* 2
E ciui,g ciu; ) = g cicj (ui, uj) = g c;
/l‘,j

0 i#j
donde = se debe a que (u;, u;) = {1 ) 75‘] O
1=17
Corollary 2.17. Todo conjunto ortonormal estd formado por vectores linealmente independi-
entes.
Proof.
0= Zaiui — 0= Hzaiui prop a:nterzor Za? — g = O,Vi
O
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Proposition 2.18. Sea {uy,...,un} ortonormal en H, M = span{ui, ..., un}. Entonces

n

Py (z) = Z (@, ui) u

=1

Y sid=d(z, M), entonces

l]* ~ ZI (z, ui)|

Proof. Dado x,

n n

Z(m,uz)ul eM = x—Z(w,ui>ui e M+
=1 =1
pues .
<93 =) {wyua) Uz‘auj> = (2, u5) — <Z (@, u;) uz’auj> = (2, u5) — (@, uy) |Jug||® =
i=1

Entonces, por la unicidad del teorema de la proyeccion, es

n

Py (x) = Z (x, u;) u;

i=1
y para la altima afirmacion, nétese que
d=d(z,M) = ||z — Py

por lo que es

2
n
Pitd
ol =l = Pasw + Pagal "L o — Pagal? + || (2, ) Z\ (z, wi)
i=1
O
Corollary 2.19. Desigualdad de Bessel
Si {u, ..., Up, ...} son ortonormales en H, entonces
[o.¢]
>z, w)? < )
i=1

Teorema de Riesz-Frechet

Theorem 2.20. Sean un espacio de Hilbert H y una forma lineal f : H — R. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua

2. Existe un tnico y € H tal que f (x) = (z,y),Vz € H, siendo ademas || f|| = ||y||
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Proof. [ <= ] Trivial, el producto escalar es bicontinuo.

[ = ] Tomamos M = ker f que es un subespacio lineal cerrado, por ser preimagen por una aplicacion
lineal continua de {0}, en H.

Si f =0, basta tomar y = 0.

Por tanto, supongamos f # 0, y M C H, de forma que existe z € M+ con ||z|| = 1 (basta
normalizarlo).

Para z € H, hacemos

u=f@)z—f(z)r = f(uy=0 = veM = (u,2) =0
= (f@)z=fRz2)=0 = f@)|z1*~f () (2.2) = f@)=f(2) (1,2) =0 = [(x) = (2, f(2)2)
luego y = f (2) z y tenemos el resultado. O

3 Bases en espacios de Hilbert

Vamos a ver el concepto de base Hilbertiana, muy 1til para trabajar en espacios de Hilbert, y que en
espacios de dimensién infinita no coincide con el concepto de base algebraica.

Proposition 3.1. Sea H un espacio prehilbertiano y (e;);c; un conjunto ortonormal en H. Sea
A: H = K definida por A (z) = ((z,€:));c;-

1. La aplicacion A tiene rango en £ (I), es lineal y continua de norma 1.

2. Si ademds H es un espacio de Hilbert, la aplicacion anterior es sobreyectiva sobre €% (I)
(Teorema de Riesz-Fischer)

Proof. Veamos cada afirmacién:

1. Recordemos que €2 (I) = {(;);c; : Yose; @7 < 00}, entonces dado # € H y A (z) = ((z,€:));e;
queremos ver que su suma cuadratica converge:

>z e)ie

i€l

Bessel(2.19)
<

]| < o0

y lo tenemos. Para la linealidad
A (l’ + y) = (<l’ + v, ei>)ie[ = (<l‘, ei>)ie[ + (<yv ei>)ie[ = Az + Ay

A(ax) = ((ax,ei));cr = a ({z,€i));c; = alx

Y para la norma
[A]] = sup {||Az]]; : ||z = 1}

ya hemos visto que ||A]| < ||z]| =1, y tomando = = e;, entonces

(ei); ortonormal
[Aer]| = (er,e)® " = lex]|* =1
i€l

y tenemos el resultado.
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2. Dado (yn), € %, (Fx € H : Az = (y,),,?

Sea x, = Y1, yie;, si existe el limite de esta serie, x = Y -2, y;¢;, entonces, por la continuidad
de A (es lineal y con norma finita) se tendria Az = (y,),,. Por tanto, falta ver que z = lim,, z,,.

Ahora bien, como H es de Hilbert, basta ver que (z,), es de Cauchy. Esto sucede si, y solo si,

20 — 2| 50, lo que es equivalente a que ||z, — @m[* "= - 0. Ahora bien
m
>
”xn - me2 = <xn = Tm,Tn — xm> = Z |yj‘2
j=n+1
Y como (yn), € > = 3 |ya|* es una serie convergente, por lo que los restos tienden a

2 M,M—00
| —

0, es decir, que se verifica Z;'n:n-u |yj 0, y entonces (zy), es de Cauchy, tal y como

necesitdbamos ver.

O

Definition 3.2. Un conjunto ortonormal (e;);.; en un espacio de Hilbert H se dice maximal
en H si no esté contenido propiamente en ningin otro conjunto ortonormal.

Un conjunto S de un espacio (E, ||-||) se dice total si spanS = E.

Un subespacio es un hiperplano si es maximal entre los subespacios propios.

.

Proposition 3.3. Sea H un espacio de Hilbert. S C H es total si, y solo si, S* =0

Proof. [ =] Supongamos que spanS = H y sea x € H tal que (s,x) = 0,Vs € S. Entonces, por la
linealidad y continuidad del producto escalar (y,z) = 0,Vy € H. En particular (x,z) = 0y, por tanto,

St =o.
[<]H= spanS@spanSL, por el teorema de la proyeccion 1) pero spcmSL = spanSLt y S+ =0,
luego H = spanS. 0

Teorema de la base hilbertiana

Theorem 3.4. Sean H un espacio de Hilbert y (e;);c; un conjunto ortonormal en H. Las sigu-
ientes afirmaciones son equivalentes:

1. (e;);c; s un conjunto ortonormal maximal

six € H es tal que (x,e;) = 0,Yi € I, entonces x =0

(€i);er €s un conjunto total

La aplicacion A : H — (2 (I) definida por Az = ((z,€;));c; es inyectiva

Desarrollo de Fourier: Para cada v € H se verifica v =) ;. (x,¢e;) €

S & L

Para cada x,y € H se tiene (x,y) = >, (%, e;) (Y, e)

7. Identidad de Parseval: para cada z € H se tiene ||z||* = Yicr (@, ei)?

Proof. [1. = 2.] Supongamos que hay = € H tal que (z,e;) = 0,Vi € I, pero x # 0. Entonces

T

&3

L (ei)ier v ”‘;—” # 0, por lo que {ﬁ, (ei)iel} es un conjunto ortonormal que contiene al original,

y por tanto este no es maximal. Queda demostrado por contrarreciproco.

22




2. = 3] Siz € (ei)J‘ entonces (z,e;) = 0,Vi € I y entonces por la hipotesis x = 0. Por tanto,
(e,) =0, y por la proposicioén anterior se tiene que (e;); es total.

[3. = 2.] Obvio, por el teorema anterior, ya que el ortogonal es el subespacio nulo.

[2. <= 4.] Az es inyectiva si, y solo si, kerA =0 <= [Az =0 <= z = 0]

2. = 5.] Dadox € H,seay =x — ), (x,¢;) ¢;. Entonces

ees) = (@,e) — (e lledP =0 = y=0 = 2= (z,e)e;

i

[5. = 6.] Dados z,y € H entonces

(z,y) = <Z (w,ei) ey (e e¢> =Y (we) (o) lleall? =D (woei) (y,e0)

6. = 7] (z,2) =3, (z,e:)”

[7. = 1.] Supongamos que M C H es un conjunto ortonormal conteniendo a (e;);. Siz € M\ (e;);,
entonces
L=|lz]* =) (z,e)* =0
i

lo cual es una contradiccion. Por tanto M \ (e;), es vacio y (e;), es maximal. O

Definition 3.5. Sea H un espacio de Hilbert. Un conjunto ortonormal (e;),.; verificando
cualquiera de las condiciones anteriores (en consecuencia todas) se llama base hilbertiana de
H o sistema ortonormal completo.

Se llama dimensioén hilbertiana de un espacio de Hilbert H al cardinal de cualquier base
hilbertiana de H.

Proposition 3.6. Sea H un espacio de Hilbert de dimension infinita. Son equivalentes:
1. La dimension hilbertiana de H es N
2. H es isomorfo a ¢?

3. H es separable

3.1 Introduccién a la topologia débil
Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert. Entonces, la topologia generada por (-,-) es la que establece el
siguiente criterio de convergencia:

El problema es que la bola unidad no es compacta en esta topologia, lo que complica la busqueda de
optimos de los funcionales de H en R. Para acotar este problema se puede utilizar la topologia débil,
en la que la bola unidad resulta compacta:

débilmente n—00 >

Tn — r = (-, Zn) —punt (T

Y se tiene que By = {x € H : ||z|| < 1} es compacto <= H =RV,
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Definition 3.7. Una funcion f : By — [a,b] es débilmente inferiormente semicontinua
si, dada una sucesion (z,),, C By y una subsucesion convergente suya en la topologia débil, se
verifica

f (h’gn a:nk) < lim f (an,)

y la sucesién es una sucesién minimizante.
Un ejemplo es la norma.

Theorem 3.8. Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces By es débilmente compacto.

Proof.
H inyz}tiva RBH
x — (hwz):Bg — R
y = (y,)

Como Vz,x € By es |(z,z)| < ||z] [|z]] < 1, entonces hay una aplicacion By inyeiva 1,187 y

-1, l]B " es compacto, por ser producto de compactos (Teorema de Tychonoff) y ser H separable, y
se puede extraer una base numerable.

TODO teorema de Ascoli O

4 Aproximaciéon por polinomios en espacios de funciones

Teorema de Korovkin

Theorem 4.1. Sean las funciones fo, f1, f2 : [a,b] — R, dadas por

Paran =1,2,... sea P, : C([a,b]) — C([a,b]) lineal. Supongamos que:
1. P,(f)>0,VYn,Vf >0 (es positiva)
2. Para m =0,1,2 se tiene lim, || P, (fm) — fmlloc =0

Entonces

lim ||, (f) ~ fllog =0

para cada f € C ([a,b]).

Proof. Sea f € C([a,b]) y sea a > 0 tal que || f||, < «. Parat,s € [a,b] se tiene
—2a < f(t) = f(s) < 2a (1)

Sea € > 0. Como f es uniformemente continua en [a,b] (continua en un compacto), entonces 3§ > 0
tal que para t,s € [a,b] con |t — s| < 4 se tiene
2

—e<f(t)—f(s)<e (2)
Fijado s € [a,b], sea gs(t) = (t —s)°. Sit,s € [a,b] y |t —s| > & entonces g5 (t) > §2. Entonces,
gs(t)

combinando (1) y (2) y usando “> > 1,V [t — 5| > J, tenemos

—— Qags(s—gt) <f)—f(s)<e+ 2ags(sgt) (3)
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Como cada P, es lineal y positivo, se tiene

<Py (o)~ 20228 < B (1) < 1 () P, (o) < 2P (o) + 202080 "

Por hipotesis, P, (fo) (s) —unif 1 en s € [a,b]. Por otro lado, P, (gs) (S) —unif 0 en s € [a,b], porque
gs = fa—2sf1+ s2fy v entonces

lim P, (g5) (s) = lim (P, (f2) (s) — 25 (f1) + s°Py (fo)) =s* —2ss+5>-1=0

Entonces (4) queda
—e<lmP, (f) - f(s) <e (5)

y entonces podemos concluir que P, (f) (s) —uniy f (s) en s € [a, b]. O

Teorema de Weierstrass

Theorem 4.2. El conjunto de los polinomios en una variable es denso en (C ([a,b]), ||||l)

Proof. TODO O
Example 4.3. Sea (-,-) un producto escalar en C ([a, b]), entonces

Weierstrass@)
Pols = (C([a,0]),[Il0)

denso(completacion)

(€ ([a,0]), () = (L2 (a,0]) , ()

(-yy mas grueso que |||
—
Entonces el producto sera de la forma

b
mmz/f@g@w@ﬁ

donde w (t) es un peso.
Los polinomios son generados por el conjunto {1, t,t2, } y al aplocar Gram-Schmidt con (-, -) a esta
base obtenemos una base de polinomios ortogonales de forma que

span {1,t,t2, } =12 ([a, b))

Theorem 4.4. Dado un producto escalar (-,-) en C'[a,b], existe una sucesion de polinomios
{en}, con gro, =mn paran =0,1,2,... con

<90n>90m> = {0 " 7& "

1 m=n
span {0, ¢1, ...} = polinomios |a,b]

El coeficiente principal de cada polinomio puede tomarse positivo, y si se hace asi, la sucesion
estd univocamente determinada.
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Theorem 4.5. Sea (-,-) un producto escalar en C [a,b] tal que |-, es mds fina que Il la
sucesion de polinomios ortogonales {¢n}, es una base hilbertiana en

) completado

L ([a’vb] ) <" >) = (C [av b] ) ||||<7>

Es decir, dado f € C'[a,b] se puede escribir

[e.e]
f f7 QDTL
n=1
4.1 Series de Fourier en [—7?,7r]
Con el producto escalar (f, g) f f(t)g(t)dt, el conjunto {uy,}, con
1 1 1.
Uy = — Ugm—1 (t) = —= cos (mt) Ugm (t) = —= sin (7t)

VT VT

es ortonormal.

Teorema de Weierstrass para funciones periodicas

Theorem 4.6. Si f : [-m, 7] — R es continua y f(—7) = f(7) y tomamos € > 0, entonces
existe P. un polinomio trigonométrico tal que ||f — P:|| < €.

Se tiene que

1B
span {ug, u1, ...}'l Iy —p2 [—7, 7]

5 Convolucién y aproximacion de funciones

Definition 5.1. Para funciones f,g localmente inegrables en R"™, definimos el producto de
convolucioén:

(fxg)(a)= | f(x)g(a—=)d
]Rn

para cada a € R™ para el que la funcion x — f (z) g (a — ) sea integrable.

Para funciones f, g € L? (R"), la desigualdad de Cauchy-Schwarz asegura que su producto de convolu-
cion esté definido para todo a € R™, de hecho tenemos

1 * gllee < I f [l L2ny 9] L2

siendo f * g continua por el teorema de la convergencia dominada, asi como uniformemente acotada.
Notese que el producto de convolucion es conmutativo (se prueba haciendo el cambio a — x = t.
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Definition 5.2. Una sucesion de funciones {K,, : R” — R:m = 1,2, ...} es una sucesiéon de
Dirac o sucesion regularizante si verifica las siguientes condiciones:

1. K, (z) > 0,Vz,Vm
2. K, es continua Vn con fR" Ky, (z)dr =1

3. Dados € > 0,6 > 0,IM|m > M — fRn\B(O5)Km(:c)dx<5

Theorem 5.3. Sea f : R" — R una funcion continua y acotada, definamos
fm () = f* Ky (2) = f(t) Kpy (x—t)dt
R

donde {Ky,},, es una sucesion de Dirac.
Entonces la sucesion { fm},, tiende hacia f uniformemente sobre conjuntos compactos de R™.

Consideremos el siguiente operador diferencial

o\
b= 3w (5)
la|<n

donde
Hlal

a (07
a=(ag,...an), o] =a; + ... + ay, ((%> = PRI
1 52...0xy

Definimos, ademas, el espacio de las funciones diferenciables con soporte compacto

DR)={p:R" - R,C> sop(p) compacto}

que es denso en L? (R) para la norma

o2 = /Q & () dw

Por dltimo, definimos el operador adjunto del operador anterior
8 o
L* — —(_1\lal [
> @ (5)
la]<n

Lemma 5.4. Lema de Gauss
Sea h € C! (ﬁ) y 00 suficientemente reqular. Entonces

s /
—h(zx)dx = h-n;do
/anj @d= [ nom,

donde nj es el vector normal a la frontera en cada punto y df indica la medida de superficie (integramos
sobre la frontera).

Proposition 5.5. Se verifica

(Lo, ¥) = (o, L*) ,Yo,9 € D(Q)
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Proof. Caso simple:

ou i / v
8$J 0 8$J
Aplicamos el lema de Gauss a su resta:

ou Lema Gauss
—v-l—u— da:—/ = / uv) n;do
/Q <81’J ) 8% aQ( )i

Cuando v € D (Q), se tiene que vjgg = 0, por lo que el término de la derecha es nulo, y tenemos el
resultado para el caso simple.

Ademés, por ser el soporte compacto, no es necesario que 952 sea suficientemente regular, pues podemos
tomar un borde suficientemente regular entre el soporte compacto de v y 0f2.

El caso general se hace por induccion. O

Corollary 5.6. Fijada f € L? (), si u € C™ () verifica Lu = f, entonces

(fi¢) = (u, L), Vi € D(Q)

Definition 5.7. Si u € L? (Q) verifica

(fi¢) = (u, L) , V¢ € D(Q)

entonces u es una solucion débil de la ecuacion diferencial Lu = f.

Theorem 5.8. Desigualdad de Poincaré-Friedrich
Sea € abierto y acotado en R™, entonces

191l 2@y < k- IL7Yl 20y, VY € D ()

Teorema de Malgrange-Ehrenpreis

Theorem 5.9. Sea Q2 C R"™ abierto y acotado.
Dado un operador diferencial L, existe un operador lineal continuo
K: L[2(Q) — L?(Q)
= K(f)

tal que
L(K(f))=Ff (débil)

Proof. Sea Hy = D () que es prehilbertiano con el producto escalar (¢, 1), = (L*@,L*@Z})LQ(Q), y
podemos completar y obtener su completado H.
Vamos a desarrollar entonces el diagrama

Hy
lo [ L
K4H>L2(Q)

L*

donde notemos que L* : Hy — L? es lineal y continua en () 1 v las lineas punteadas indican que son
extensiones a H de las aplicaciones inicialmente definidas en Hy.
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Fijado f € L? (), definimos
lo : HO — K
v (W )

que es lineal y continua en (Ho, ();) puesto que es

Cauchy.Schartz@

@
o ()] = [ f) L2 < [Pl 2 £l e <

Poincaré—Friedrich(45.8

N " L* cta
0< RIL Pl 2 [ fll 2 = K IL" 0 < Clll e

Y asi, Iy es continua, y se extiende a [ : H — K continua (|[I|| < ¢||f||2)-

Ahora podemos aplicar el teorema de Riesz a [, de forma que Ju € H : [ (¢) = (¢, u);, = (L*9, L*u) 2,V €
H.

Sea = L*u € L? (Q). Entonces

L) = (L™, p) - ,Vip € H
Si ¢ € D(Q), entonces
<¢7 f>L2 = lO (1/)) =1 (1/}) = <L*1/}7/1’>L2

y entonces K (f) = p verifica el teorema.
Ademas

K (D2 = lpllpz = 1Ll g2 = llully = [ < ClIF] 22

luego K es continua. O

5.1 Problema de Dirichlet

Sea 2 C R™ un abierto acotado y conexo. Buscamos u tal que

{Au:O en 2

o = f

Para n = 2, podemos definir la energia integral de Dirichlet
ou \? ou\?
D = 2 = —_—
(u) /Q(VU) /Q (3331) " <3l‘2>

Lemma 5.10. Sea Q C R"™ abierto y acotado, sean u,v € C? (ﬁ) con vjgn = 0, entonces se verifica:

—/Au-v:/umlvxl+ux2vw2
Q Q

Proof. Cuidado con el abuso de la notacién:

62 62 62 62 Green
Auv= | [ Lout Zu)v= | Towvtmun e n do— + -
/Q u-v /Q (81‘%’& ax% u) v 0 81‘%/“ v ax%u v /’aQ (Uml’U UIQ’U) n /89 Uz Vg TULy Vgy

’U‘BQ:O
== - Ugq Vgq + Ugy Vg
o0

y buscamos minimizarla.
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Proposition 5.11. Si Ju € C? (ﬁ) que minimiza D (u) entre todas lasu € C? (ﬁ) conupn = f,
entonces u es armonica (Au = 0).

Proof. En C? (Q2) introducimos el producto escalar

OF G _ 0F 3G

F — - 7= Il
< 7G>D Q 81’1 8%1 8%2 89[;2

de modo que
D (u) = (u,u)p

SiveC? (ﬁ) con vjpn = 0, entonces, Ve € R, se tiene que u +ev € C? (ﬁ) y u+evjpq = f, por lo
que se tiene que

u minimizante

D (u) < D (u+ev) = D (u) + €D (v) + ¢ (u,v) p + & (v,u)
lo que implica que
0<e®D(v) +e(u,v)p +e(vu)y

y esto se da para todo € real, luego debe ser
(u,v)p =0

O sea
Lema, anterior
/uxlvm—i—umvm—o — —/Au-v—O
Q Q

y esto se da para todo v € C? (ﬁ) nulo en la frontera, por lo que debe ser Au = 0, como queriamos
ver. O

Objecion de Weierstrass: puede no existir tal ¥ minimizante

Objecion de Hadamard: D (u) puede ser oo en u solucion del problema frontera

Tenemos, entonces, que ampliar el espacio, encontrando el espacio de Hilbert asociado al producto
escalar (-,-) ), de forma que podremos salvar estos problemas.

Sea, por tanto, C'* () con el producto escalar

(u,v>D:/Q(Vu-Vv)d:U

con norma asociada
lull p = (u,w)p = [Vullf2(q)

Si la norma es 0, entonces Vu = 0, y u es constante en cada componente conexa de 2.

Lemma 5.12. De Poincaré
Sea @ C R™ abierto y acotado, v € C*(Q) con vjpo = 0. Entonces

/Qv(x)deSCQ/Q|Vu(:L')|2dm

.

Remark 5.13. Esto quiere decir que si controlamos la convergencia del gradiente, entonces controlamos
la convergencia de la propia funcion.
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Supongamos entonces que tenemos €2 C R™ abierto y acotado, con F € C! (ﬁ) y Foa = [
Tenemos el espacio
1
Ho= (C*(0),(-,")p)
que es prehilbertiano, de modo que podemos obtener su completado H.

Queremos minimizar la energia integral de Dirichlet, y para ello, definimos una sucesion (uy,),, C C (ﬁ)
con

D (u) = |lunllp N\ inf {D (u) : u € C* (Q) ,up0 = f}

Sea el subespacio de Hy:
So:{veCl (Q:UWQZO)} C Hy

y observamos que si v # w en Sg = v # w en Hy. Podemos entonces hablar del completado de Sy,
S que serd un subespacio cerrado del Hilbert H, y podemos proyectar en S.

Queremos proyectar F' en S, sea Pg (F) la proyeccion de F' sobre S y recordemos que hemos tomado
la sucesion (uy,),, como una sucesién minimizante de la norma.

Podemos definir la sucesion (vy,),, mediante

v = F —uy,

de forma que (vy,),, C Sp, porque (F' — un)‘ag = Flag — Unjoo = f — f = 0.
Tenemos, entonces
lim ||un‘|?:) = lim [|F' — Un||2D

es el infimo entre estas normas, por lo tanto
limwv, = Ps (F)
n

y tomamos
u=limu, = F — Py (F)
n

Solo resta ver la armonicidad de u.
Notamos que V¢ € S, es

<uv ¢>D =0

o sea que limy, (un, ) = 0.
Tenemos entonces

(i, ) ) = /Q (Vi Vop) dap o 2oterior /Q (Aup - ) d = = (Atn, ) 12(q

por lo que
(Atn, ¥) p2g) = 0

y es
<AU>¢>L2(Q) =0

y u es débilmente armonica. Esto quiere decir que podemos modificarla en un conjunto de medida 0
y hacerla armoénica.

Esto que hemos hecho no esta totalmente formalizado y no es una demostracion, pero si que muestra
las ideas principales de lo que se deberia hacer en una.
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6 Ejercicios
1. Demuestre que sup {|3z + 4y|: 22+ y?> =1} =5

Podemos ver f (X) = 3z + 4y como una funcién a la que queremos calcularle la norma, que coincide
con la expresion que queremos demostrar. Por el teorema de Riesz-Frechet sabemos que existe un
tinico vector y € R? tal que f (X) = (X, y). Este vector es bastante claramente y = (3,4), pero vamos
a calcularlo como en la demostraciéon del teorema.

Calculamos ker f:

4
3r+4y =0 < T=-3Y

ker f = {(—;la,a> :ae]R}

y tomamos un vector z en el ortogonal a ker f, que es

kerfL:{<a,§a> :CLGR}

por lo que

y queremos que ||z|]| = 1, o sea
16 25 9 3
2 _ 2 2 2 2
Ilz]] a+9a = ay = o= a=g
luego z = (%, %) y entonces y = f (2) z = (% + %) (%, %) = (3,4), y entonces
IFIF= Nyl =5
2. Sea (X, ||:||) un espacio de Banach. Pruébese que si toda forma lineal en X es continua,

entonces X es de dimension finita. ;Es cierto el reciproco? Razdénese la respuesta.

Por contrarreciproco, supongamos que X es dimension infinita, y encontremos una aplicacién lineal
que no es continua.

Por ser infinito, existe una familia infinita de vectores (u,),, linealmente independiente y que podemos
suponer normalizado. Definimos 77: X — N como T (u,) = n,Vn, Tz = 0 si x es linealmente
independiente de (uy),, y T =T (D, anun) =Y, apn si x =Y apu,. Esta funcion es claramente
lineal, y no es acotada en la bola unidad, ya que alcanza cualquier natural. Asi, por esta aplicacién
no es continua.

El reciproco es cierto, pues las formas lineales en dimensioén finita consisten en combinaciones lineales
de elementos de la base (finita), y son, por tanto, continuas (podemos razonarlo pensando que se
alcanza el maximo en la bola unidad cerrada (compacto)).

3. Demuestre que sup {|az + 4y + 92| : |z|® + |y|* + |z° = 1} = 6V/6.

Por la desigualdad de Holder

Wl

1
[+ 4y + 92| < [af + 4lyl + 912 < (o + [yl + |=°)* (1+43 + 0%)

por la restriccién del dominio (1 + 23 + 33)§ . \3/@ . 6\3/6
y basta encontrar elemento que verifique la igualdad. El elemento es %
Otra solucién es ver la aplicacion en el dual de £3(3) , que no es otro que 3 (3), por lo que es

2
||f||:(1+4%+9%)3=6€/6.
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4. Sea g € C [a,b] y consideremos la forma lineal L : C [a,b] — R definida por

b
L(f)=/ f (@) g (x) dz

Demuestre que L es continua y calcule su norma.

[ rwo@a

y entonces L es continua (|1.4)).
Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

/ab fgdx

1Ll = sup {|Lf| - [[fIl = 1} < sup {||f]| lgll : [ £]l = 1} = [lg]]

b
ILgll =/ / g2dz = |lg|

L1 = llgll

b b
] = < [1r@lls@ldz <7l [ lg()ldo <o

[(f 9] = < 171 gl

Asi, tenemos

Por otro lado

Por lo tanto

5. Sea (X, ||:||) un espacio de Banach. Sea A C X un conjunto absolutamente convexo
(i.e. para cada z,y € A y cada |A| + |u| < l,entonces Az + py € A), cerrado y con la
propiedad de que para cada x € X,dn € N: x € nA. Pruébese que A es un entorno del
origen. ;Es cierto el resultado si la altima hip6tesis sobre A se reemplaza por la condicion
dequeVx € X,3r >0:x € rA?

r

Definition 6.1. Un espacio de Baire, X, es un espacio topologico tal que si {4,}, es una
familia contable de conjuntos cerrados con interior vacio, entonces | J,, A,, también tiene interior
vacio en X.

Theorem 6.2. Teorema de Baire
Los espacios métricos completos son de Baire

Por tanto, X es un espacio de Baire. Ademas, como X = (J,, (nA), los nA son cerrados y claramente
el interior de X es no vacio, entonces existe ng € N tal que ngA tiene interior no vacio. Ademas,
int (ngA) = ng - int (A), y por tanto A tiene interior no vacio.

Por la convexidad absoluta, 0 € B = %int (A) — 3int (4) C A = 0 € A. Como B es abierto,
entonces B C int (A), y entonces 0 € int (A) y A es un entorno del origen.

Si probamos que
X = U rA= U nA
r>0 n

tendremos el resultado, aplicando lo ya hecho.
[2] Obvio, puesn € N = n >0
[C] Siz erA, sean €N tal que n > r, entonces = ra,a € A y por tanto

g:5-a+<1—f)oéA

n o n n
donde * se debe a que a,0 € Ay que 0 < - < 1. Entoncesb:%a—i—(l—%)OEA = r=nb =
T € nA.
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7. Demuestre que la aplicacién T : (R?, ||-]|,) — (C [0,1], ||-||o,) definida por T (z,y) = = f + yg
donde f (t) = cosnt y g (t) = sinnt es una isometria sobre su imagen.

1T (2, Y)lloo = l2f +yglloo = llx cosmt + ysinmt|

Ahora bien, (cost,sin7t) con t € [0, 1] parametriza la circunferencia superior centrada en 0, S*, por
tanto
1T (2, y)ll o = sup {|za +yb| : (a,b) € ST}

Ahora bien, este valor no cambia al cambiar (a,b) por (—a, —b), por lo que es equivalente a considerar
1T (2, )|l oo = sup{|lza +yb| : (a,b) € S}

Por tanto

Cauchnychwarz
1T (z,9)ll o = sup{lza+yb|: (a,b) € S} = sup{[((z,9), (a,b))| : (a,b) € 5} <

< sup {[|(z,y)l3 [I(a, 0|5 : (a,b) € S} = [|(z,y)ll,
Ademés, si [|(z,y)|, > 0, entonces tomamos xg = \/%73/0 = \/% de forma que (zo,y0) € S,y
a2ty w2ty

entonces existe un ¢ : (zo,yo) = (cosmto,sinnty), y por tanto

= Va2 +y?=(z,y),

x2+y2

8. Probar que si M es un subespacio métrico separable todos sus subespacios lo son.

1T (2, 9) oo = |0 + yyol =

Sea S C M no vacio y sea {x,, : n € N} C M un conjunto numerable y denso en M. Para cada € > 0
definimos

st{nEN:SﬁB<a:n,g> 75@}
y para cada n € N. tomamos

ynESﬂB(xn,%>

Sea, entonces
Sez{yn:neNe}

Asi, si x € S, entonces existe n € N tal que d(z,z,) < § (por ser el conjunto (), denso en M), y
por tanto d (z,y,) < d(z,2,) + d (Tn,yn) < § + § = €. Por lo tanto

_ o0
n
es un subconjunto denso y numerable de S.
9. Pruébese que un espacio normado X es separable si, y solo si, existe una sucesion (x,,)

tal que el espacio vectorial generado por ella es denso en X.

[ =] Obvio, si X es separable, existe un subconjunto (z,), denso y numerable, como (x,), C
span (x,), entonces este también es denso.

[ <] Si (x,,) es una sucesion tal que span (x,) es denso en X, entonces podemos tomar el subconjunto
spang (xn) que es el subespacio generado sobre Q en lugar de R, y como Q es denso en R, entonces
spang (xy) es denso en span (z,). Ahora expresamos este espacio vectorial generado de la siguiente

forma,
spang (x,) = U {Zakzvk cap € Q,1<k < n}

n k=1
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y comprobamos por tanto que es numerable, al ser unién numerable de conjuntos finitos.
Asi, este conjunto es denso y numerable en X, al serlo en span (), que es denso en X. Por tanto, X
es separable.

10. Sean Y = {(:cn) cll:xy, = O} y Z = {(mn) €l xq, = 2%3:2”_1}. Pruébese que
Y, Z son subespacios cerrados en £! pero que Y 4+ Z no es cerrado en £'.

Vamos a usar la caracterizacion de que un conjunto C es cerrado si, y solo si, toda sucesiéon convergente
converge dentro de C.

Si {(zn)},, C Y tiene limite (X)) entonces para cualquier m, se tiene que (z2,),, = 0 y entonces
0 = limy,, (z25),, = Xon, luego (X,) € Y.

Si {(2n),,},, C Z tiene limite (X,) entonces para cualquier m, se tiene que (x2,),, = (%l‘gn,l)m y
ademés tenemos (x2n—1),,, esta relacion se mantiene para todo m, luego también se mantiene en el
limite y tenemos que (X,) € Z.

Vamos a ver que la sucesion x = (0, %,0, ,0, ) estaen Y +Z\Y + Z:

[ =

1 1 1 1
0,=,...,0,—,0,... ) =1(1,=,...; 1, —,0, ... -1,0,-1,0,...,—1,0,..) € Z4+Y
<’2’ ”2”’7 > <727 772n’7 >+( M M ) 77)6 +
11. Mostrar con un ejemplo que existen espacios normados y sucesiones decrecientes de

conjuntos cerrados y acotados con interseccién vacia,

Consideremos el espacio (cqo, ||-||,,), que son las sucesiones reales con soporte finito y tomando la
norma del supremo. Esta claro que este espacio no es completo, puesto que la sucesiéon de sucesiones
(n),, = (1,...,1,0,...) donde el altimo 1 esta en la posicion m, tiene por limite la sucesion X, =
(1, ]_, 1, ceey 1, ) ¢ C00-

Tomemos ahora

1
F, = {(xn) € coo i Ty > E,Vn < m}

esta sucesion es decreciente, puesto que es cada vez més restrictiva al aumentar m. Sin embargo,
M, Fm no puede contener elementos con soporte finito, luego es vacia.

12. Pruébese que un subconjunto de un espacio de Banach X es relativamente compacto
si, y solo si, para cada € > 0, 3K, relativamente compacto en X tal que K C eBx + K..

Definition 6.3. Recordemos que un conjunto es relativamente compacto si su clausura es
un conjunto compacto.

Dado A € X y € > 0, una e-red para A es un subconjunto A. C A tal que, para cada
x € A,y € A, tal que d(x,y) <e.

Un conjunto A es totalmente acotado si para cada ¢ > 0, existe una e-red A, C A finita.

Proposition 6.4. En un espacio métrico completo, A es relativamente compacto si, y solo si,
A es totalmente acotado.

Proof. [ = ] Si A es relativamente compacto, entonces A es compacto, y entonces dado un cubrimiento
por bolas de radio € > 0 podemos extraer un subcubrimiento finito. Por tanto, A es totalmente acotado.
Pero cualquier subconjunto de un conjunto totalmente acotado, también lo es (esto es bastante trivial).
Por tanto, A es totalmente acotado.

35



[ <= ] Primero, veamos que A es totalmente acotado. Para ello, como A lo es, existe una e-red
finita de forma que A C {J,cp B (xz-, %) donde F' es un conjunto finito de indices, y entonces A C

Uner B (%i,5) Cner B (xi,€) y entonces A es totalmente acotado.
Ahora, como X es completo y A es cerrado, entonces A es cerrado. Y queremos ver que cualquier
sucesion tiene una subsucesion de Cauchy, que sucesion sera convergente por la completitud y entonces
tendremos la compacidad de A,y por tanto la compacidad relativa de A.
Sea entonces (z,),, € Ay para cada n, sea D,, un conjunto finito de X de los centros de bolas de radio
27" que cubren A. Dy es finito, luego existe un 39 € D tal que infinitos términos de la sucesion (xn),,
estan en B (yp,1). Sea

Ay = {TL Ty € B(yo,l)}

y hemos visto como Ay debe ser infinito (argumento de funciones I, pero es basicamente que si la
sucesion es finita, entonces algin elemento se repite indefinidamente y es trivial tomar una subsucesiéon
convergente).

De nuevo, Dy es finito, luego Jy; € D; N B (yo, 1) tal que

1
A1: {n:xn€B<y1,2>}
es infinito.

Por induccion, si Ax es un subconjunto infinito de N, entonces hay un yx+1 € Dipy1 N B (yk, 2%) tal

que
1
Ak-+1 = {nxn€B<y,2k+1>}

es infinito, y repetimos este proceso indefinidamente.

Podemos tomar, ahora, una sucesion creciente de indices (ny), de forma que ni € Ay, Vk. Asi, la
subsucesion (x, ), es de Cauchy, puesto que si tomamos € > 0, entonces existe k:|2ik < € y para todo
1,7 > k se tiene que T,y T, €A — ’:cm—xnj‘ <2i,€<5. [l

Pasamos (por fin) al ejercicio:

[=] Si K es relativamente compacto, entonces (X es completo) es totalmente acotado y entonces
tiene una e- red finita K. de forma que K C |J, ¢ B (z,6) = eBx + K-..

[ <] Como dado ¢ > 0, K verifica que K C eBx + K. con K. relativamente compacto, entonces
K. es totalmente acotado y entonces tiene una e-red finita F.. Esta serd 2e-red de K puesto que si
d(z,y) <eVee Kjye K. yd(y,z) <eVy € K.,z € F,, entonces d(z,2) < 2¢,Vx € K,z € F_.
Como ¢ > 0 era arbitrario, entonces K es totalmente acotado y por tanto (X completo) relativamente
compacto.

13. Pruébese el teorema de Mazur: la envoltura convexa y cerrada de un subconjunto
compacto para la norma de un espacio de Banach X es compacto para la norma.

Si K es compacto, para cada € > 0 existe una e-red finita F.. La envoltura convexa y cerrada K. de
F. es compacta porque se hace en el subespacio de dimension finita en el que se encuentran los puntos
de Fy.

Ahora bien, K. + ¢Bx es convexo y cerrado:

e Convexo: si x,y € K.+ eBx entonces * = g +xp ey = yxk + yp con g, yx € Koy
rp,Yys € €Bx, pero entonces como K. es convexo, se tiene que para 0 < A < 1 se verifica
Mg+ (1 — N yg € K.y deigual forma Azp+(1 — \) yp € eBx, luego Ax+(1 — \)y € K. +eBx
y es convexo.
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e Cerrado: usamos la caracterizacion de cerrado si, y solo si, los puntos de acumulaciéon estén en
el conjunto, y como K. y eBx son cerrados y acotados, entonces su suma es cerrada y acotada.

Como K C K.+ eBx y este es cerrado y convexo, entonces conv (K) C K. + eBx.
Esto lo hacemos para cualquier € > 0, y por el ejercicio anterior, conv (K) es relativamente compacto,
y como es cerrado en un espacio de Banach (métrico completo) es compacto.

15. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y lineal con la propiedad de que para cada
sucesion (x,),, convergente a 0 se verifica que (T'z,),, es acotada. ;Es T necesariamente
continua?

Supongamos que no es continua. Entonces existe ¢ > 0 : V6 > 0,3z € X tal que ||z||y < J pero

|Tz|y > e. Tomando 6, = % obtenemos una sucesién {z,}, — 0 pero {T'z,}, # 0.,pues ||Tz,||
Tn

e > 0,Vn. Consideremos la sucesion y,, = que tiende a 0, pero ||Ty,| = ——— || Tz,
’ Vliznllx ’ Vlzallx Y

>
>

e n

V H$n||x

16. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y una aplicacion lineal. Pruebe que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

— 00 . ., -, . . ..
— 00, en contradiccion con la hipotesis del ejercicio.

(i) T es abierta

(if) 36 > 0| {Tz : ||z]| <1} D{y € Y : ||y|| < é}

(iii) IM >0Vy €Y,z € X : ||z|| < M ||ly|| , Tx =y

[(4) = (i1)] Si T es abierta, lleva abiertos a abiertos. La bola unidad {z : ||| < 1} es abierta, luego
{Tz: ||z|| < 1} es abierta. Esto quiere decir que hay una bola abierta en Y centrada en 0 contenida
en este conjunto, tal como queriamos ver.

(i) = (iii)] Sea d < §, entonces dado y € Y, definimos y' = dﬁ €B0,0) C{Tx:|z|| <1} =

'€ Xzl < 1: T =y = dply = y=T (4a') = Twyes o = 'l < Gl y 1 =}

[(ii)) = (i)] Si |lyll < 47 = &, entonces existe z € X tal que y = Ta y z € B(0,1) porque

llz|| < M |ly|| < 1. Asi, By (0,6) C {Tx : ||z]| < 1} y entonces este ultimo conjunto es abierto. Y esto
basta porque si tenemos otra bola siempre podemos desplazarla al 0 y normalizar los vectores para
obtener la bola unidad. Ademés recordemos que las bolas abiertas son una base de entornos de la
topologia generada por la distancia.

Deduzca: a) que si T es abierta, entonces T es sobreyectiva; b) que si Y =Ry T # 0,
entonces T es abierta; c) que si T es abierta y continua y X es un espacio de Banach,
entonces Y es también un espacio de Banach.

a) Por el apartado 3, para cualquier y € Y existe z € X con Tx =y

b) TODO

c) TODO

17. Sea X un espacio normado de dimensién infinita. Probar que:

i) Todo hiperplano de X es cerrado o denso

ii) Existen hiperplanos densos

i) Recordemos que un hiperplano es un subespacio propio maximal.
Veamos que la clausura de un hiperplano es un subespacio cerrado:

e Cerrado por la definicién de clausura

e Solo hay que ver que es un subespacio:

37



71’33/6? — El(l;n)na(yn)nCH@n—)xayn_)y - (xn‘i'yn)nCHal'n“‘yn—)
r+y = z+yeH

-r€H,aeR = J(,), C Hlz, > = (ax,), C H,ax, — ar = ax € H

Por tanto, H es un subespacio cerrado, si H = H, entonces H es cerrado. Si H C H, entonces H = X,
pues H es maximal entre los subespacios propios. Y entonces H es denso en X.

i) H = Pgi ({0}), claramente H es cerrado si Py es continua. Ademaés, el reciproco es cierto por el
teorema de la proyecciéon. Por tanto, la existencia de un hiperplano denso equivale a que exista una
forma lineal no continua cuyo nicleo sea un hiperplano. Como las formas lineales son aplicaciones
lineales de X a R (de dimension 1), pueden identificarse los hiperplanos como los nicleos de las formas
lineales. Y basta encontrar una forma lineal no continua para concluir que existen hiperplanos densos.
Esta forma la dimos en el ejercicio 2 @

18. Sea Y un subespacio de dimensién finita de un espacio normado X. Pruébese que
paracadax+Y € X/Y,Fzexz+ Y| |z|| = lz+ Y|

Sea K ={u€x+Y :|ul <||}. Entonces
lz+Y| =inf{|Jul| ;v €x+Y}=inf{||ul| :ue K}

puesto que los puntos de = + Y que no estan en K tienen una norma mayor o igual que la de z.
Como z + Y es un subespacio afin de dimension finita, entonces es isomorfo a R™ y se verifica la
propiedad de Heine-Borel: Compacto sii Cerrado+Acotado. K es cerrado y acotado, por lo que es
compacto, y puesto que ||-|| es continua, entonces alcanza su infimo en K, 3z € K : ||z + Y| = | 2.

20. Sea H un espacio prehilbertiano.
(i) Describa todos los pares de vectores x,y tales que
Iz +yll = llzll + [yl

(ii) Describa todos los pares de vectores x,y tales que
2 4+ ylI* = llzl|I* + llylI®
(i)
lz +yll = =l +llyl < lz+yl* = l=l® + lyI* + 2||=[l |y

Y
lz +yl? = (2 +y, 2 +y) = ll=]® + ly)* + 2 (x,p)

Y entonces, la igualdad se verifica si, y solo si
2(z,y) =2zl |yl <= (z,y) = |zl llyl
Y diferenciamos los siguientes casos:

e =006y =0, se verifica de forma trivial. Por lo que suponemos a partir de ahora que z,y # 0.

z=0
e = | y: entonces deberia ocurrir ||z|| |ly]| =0 < {6 , pero esto no puede suceder. A
y=0

partir de ahora suponemos que = f y
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e z,y LD.: = \y, entonces (z,4) = A||y|l* v |zl ly]| = |A| lly]|*, por lo que se verifica la igualdad
si, y solo si, A = |\|, o sea A > 0.

e z,y L.I.: entonces podemos escribir H = span (y) ® span (y)l yserdx=Ay+zcon0#zLy.

2,y)=0
@) = Oy + 2,0 = (o) + (2 ) TE A2 [y

21,12 2,112 2 2 2 4 2112
™y ll™ = 1Ay + 2[I" lylI” = (AQ Iyl + 1|2 ) lyl® = X2 1lyll* + 121 [l
y estos valores son distintos porque ||z|| # 0.

Por tanto, la primera igualdad se da si, y solo si, x e y son colineales positivamente.
(ii)
2 2 2 2 2
2™ + 1yl = llz + ylI” = 21 + [lyll” + 2(z,9) <= 2(2,9) =0 <= = Ly
21. Sea (H, (-,+)) un espacio de Hilbert y sea {H; : i € I'} una coleccion de subespacios
cerrados mutuamente ortogonales. Para cada ¢ € I, sea P; : H — H; la proyeccién ortog-

onal de H sobre H;. Pruébese que para cada x € H, el conjunto {i € I : P; (x) # 0} es,
a lo sumo, numerable.

Dado 2 € H, el conjunto {P; (x)},.; es ortogonal, puesto que lo son los subespacios H;. Entonces, por
la desigualdad de Bessel ([2.19)):

DUIR@IF =) KPi(2), B @) =) [(Pi(2), Py () + {y, P («)]* =

el el el
9 9 Bessel 9
=Y UPi(@)+y, P@) =D [, Pi()]* < |zl
el el

donde * se debe a que y = x — P; (z) L P; (x).
Para cada n € N, el conjunto {i € I : |P; (z)|| > 2} debe ser finito, pues en caso contrario

Iz > IR @) > 37 = oot

il i€l

Por tanto, como {i € I : P;(z) #0} = U, {i € I:||P;(2)]| > 1} es unién numerable de conjuntos
finitos, y por tanto numerable.

22. Pruebe que la norma en un espacio prehilbertiano real H es diferenciable en todos
los puntos salvo en el origen y calcule su diferencial.

Recordemos que podemos ver el diferencial de una funciéon f como una aplicaciéon lineal L tal que
f(z+h) = f(x)=Lh+o(|h])
Veamos primero que f (z) = |lz||* es diferenciable en H.
fle+h)—f(x)=(x+hz+h)—(x,x) =2(x,h)+ (h,h)
y como (z,h) es lineal y (h, h) = ||h||* = o (||h]|), deducimos que

df () (-) = 2 (x,-)
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Y es diferenciable en todo H.

Ahora bien, la norma es la composicién de f con la raiz cuadrada, que sabemos que es diferenciable
Vx >0y como f > 0, tenemos que ||-|| = +/f (:) es diferenciable en H \ {0}.
Para calcular la diferencial, usamos la regla de la cadena:

df (x) 2(z, h) (z, h)
lzll (h) = dv/ f () (h) = 2 ﬁf(w)() 5 ﬁf(x)() Tzl
23. Sea X un espacio normado sobre Ry S = {x € X : ||z|| = 1} su esfera unidad. Pruebe

que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es un espacio prehilbertiano

(ii) Cada subespacio de X de dimensién 2 es un espacio prehilbertiano

(iii) Si P es un plano pasando por el origen, entonces P N S es una elipse con centro en
el origen

[(i) = (ii)] Sea Y de dimension 2, entonces si x,y € Y definimos

(z,y)y = (z,y)
Veamos que es un producto escalar:
o (ax+by,z)y = (ax +by,z) =a(z,z) +b(y,z) = a(z,2)y +b(y,2)y
o (z,y)y = (@,9) = (W, 2) = (Y, 2)y
o (z,2)y =(z,2) >0, 0= (z,2)y = (z,2) <= (z,2)=0 <= =0

(i) = (i)] Dado z,y € X, basta ver que verifican la ley del paralelogramo. Supongamos que son
linealmente independientes y sea Y = span (x,y), entonces la norma en X coincide con la norma
en Y, y tanto z + ¢y como x — y estan en Y por ser un subespacio. Por tanto, x,y verifican la ley
del paralelogramo, para todo x,y € X. Y por el teorema de Jordan-Von Neumann tenemos el
resultado.

[(i) = (4i7)] Si X es prehilbertiano, entonces existe un producto escalar que genera la norma. Sean
e1, es dos vectores ortonormales en P. Entonces

PﬂS:{w:x1e1+$2€2i$%+x§:1}

y por tanto es una circunferencia de centro el origen respecto de la base {e1, ea}. Respecto a cualquier
otra base, haremos una transformaciéon afin y obtendremos una elipse.

[(7i7) == (4i)] Si P es un espacio vectorial de dimension 2 y PNS es una elipse de semiejes a, b respecto
de cierta base ortonormal del espacio P, {e1, es}, entonces cualquier z € P NS puede escribirse como
x = x1e1 + xoeo y como la interseccién es una elipse, se tiene

2 r1\2 | (22)?
o= (2) ()
e (5
De esta forma, respecto de esa base de P, la féormula de la norma es esta.
Pero esta norma se corresponde con el siguiente producto escalar

(z,y) = (z1€1 + Toe, Y161 + Yo€2) = T1Y1a~ > + Toy2b >
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Part 11
Teoria Espectral de Operadores compactos
normales

7 Inversién de operadores. Espectro

Definition 7.1. Sean XY espacios normados y T' € L (X,Y). Se dice que T es invertible si
existe un operador S € L (Y, X) tal que ST = Ix y T'S = Iy, donde Ix, Iy son los operadores
identidad en X e Y. Se denota S = T~

Sea (X, ||-]|) un espacio de Banach, y sea L (X) el espacio de las aplicaciones lineales de X en si mismo,
de forma que ||T|| = sup {||Tz| : |z|| < 1} y si | T — T|| "= 0, entonces T}, (z) — T (z),Vz € X
uniformemente sobre acotados.

Teorema de Von Neumann

Theorem 7.2. Sea K € L (X) invertible y L = K — A.

Si ||A| < ﬁ entonces L es invertible.

Proof. Caso 1: K = Id, y estudiamos, entonces Id — B con ||B|| < 1, jes Id — B invertible?

Sea -
S=> _B" (*)
n=0

donde B" es B compuesta consigo misma n veces.
Esta serie sera convergente si, y solo si, es normalmente convergente (converge la serie de las normas).
Veamos que es asi

ad ITsI<ITiis| suma geométrica 1
2 IBM sy 1B T T
n=0 n=0

Por lo que la serie es normalmente convergente y entonces .S es convergente.
Veamos que S = (Id — B)™":

BS:BiB”:iB"“:iB”:S—Id
n=0 n=1

n=0
SB=S5-1d

y entonces
S(Id—B)=S—-SB=S—-S+1Id=1d

(Il—B)S=S—BS=S—S+1Id=1Id

Caso general

K—-A=K(Id— K 'A)

K es invertible e Id — K~'A es invertible si HK _1AH < 1, por el caso 1, como la composicién de
operadores invertibles es invertible, entonces K — A seré invertible si se verifica esa misma desigualdad.

Por hipotesis, ||A]| < W = ||K'A|| < ||K7H||A] < 1, y tenemos el resultado. O
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Remark 7.3. Observando la formula (*) tenemos

(K—A) '=(K(Id—K'A) ' = (Id— K 'A) "K' = fj (KA K=1 (xx)

n=0

Definition 7.4. Sea M : X — X un operador (aplicaciéon lineal y continua), entonces la
resolvente del operador es

p(M)={Xe C: (Ad— M) invertible}

y el espectro del operador es
o(M)=C\p(M)

Theorem 7.5. Se tiene:
1. p(M) es abierto

2. La aplicacion

p(M) & L(X)

A = (Md—M)7h

es andlitica (se puede desarrollar como serie de potencias), por lo que vale el teorema de
Liouwille:

6N =0 = ¢ cte

Al =00

Proof. Veamos las dos afirmaciones:

1. Sea A € p(M), entonces K = AId — M es invertible y sea A = hld, entonces, por el teorema de
Von Neumann, K — A = (A — h) Id — M es invertible si h es suficientemente pequeno.

-1
Por tanto, A — h € p (M) ,Vh,|h| < H()\Id - M)_lH y p (M) es abierto.

2. Mas aun, la formula (x*) nos dice

(A—h)Id—M)"' = i <()\Id—M)_1 h)n(AId—M)_l — i ((/\Id—M)—l)n+1 h"
n=0 n=0

que es un desarrollo como serie de potencias convergente para ||h| < H (Ad— M) H

Teorema de Gelfand

Theorem 7.6. Sea M € L (X), entonces o (M) es un compacto no vacio.

Proof. Como p (M) es abierto, entonces o (M) es abierto, pues es su complementario. Veamos que es
acotado
Veamos que |h| > | M| = h ¢ o (M).
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Para ello, aplicamos el teorema de Von Neumann con B = h™'M, se tiene que
1 o0

(hId—M)"' =h7" (Id— Mh™') " =Y M"h~ D
n=0

que seré convergente si |[Mh7!| <1 < || > | M].

Por tanto, si |h| > ||M||, entonces h € p(M) = h ¢ o (M), y este conjunto es acotado.

Asi, es cerrado y acotado en C, por lo que es compacto.

Para ver que no es vacio, suponamos por reducciéon al absurdo que lo es. En tal caso ¢ : C — L (X)
seria entera (holomorfa en todo C) con ¢ (\) = (A\Id — M) ™" con ¢/ (\) = Id.

Ademés, lim )| o0 = 0:

1

l6 I = ||Ard = 207 = ||t (za - aa ) 7| < |A|1§HMA‘1H" = N T =

o 1 < 1 - 1 [A| =00
A= [IMAZH) ™y (1_ M| \,\\—1) Al =[]

0

Y entonces, por el teorema de Liouville, ¢ es constante, pero esto implica que ¢’ = 0# contradiccion,
¢ es entera con derivada no nula. O

Definition 7.7. Sea T : H — H lineal y continua.

Dado y € H, definimos la funcion ¢ : H — R mediante ¢ (x) = (T'z,y), que es lineal y continua.
Luego, por el teorema de Riesz, existe z € H tal que ¢ (z) = (x, 2).

Definimos, entonces, para cada y € H, la aplicacion T* : H — H dada por T* (y) = z y se
denomina operador adjunto de T'.

La ecuacién que lo define intrinsecamente es

(Tz,y) = (x, T"y), Ve,y € H

Un operador T se dice autoadjunto si T' = T™.
De forma mas general, si T' : Hy — H, podemos definir su adjunto, T*, como la aplicaciéon
T* : Hy — H; tal que

(Tz,y) = (x, T*y), Vo € Hy,y € Hy

Proposition 7.8. Hy, Hy Hilbert, T' : Hy — Hy operador lineal continuo. Entonces existe un
unico operador lineal T* : Hy — Hy tal que (Tx,y) = (x,T*y) Vo € Hy,y € Hs. Ademds
1T = 1T]]-

Proof. Para cada y € Hs, definimos la aplicacion lineal continua
fy (w) = (w,y), Yw € Hy
Consideremos ahora f, o T : H; — R, que es
fyoT (x) = (Tx,y)
Por el teorema de Riesz existe un tnico z € H; de forma que

fyoT(z) = (Tx,y) = (z,2)
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Y haciendo z = T™y tenemos que

(Tw,y) = (2,T"z)

como queriamos. Esta aplicacion es lineal y tenemos el resultado. La igualdad de las normas la vemos
en las observaciones siguientes. O

Ejemplo: Sea M un subespacio cerrado de H un Hilbert. Entonces el operador proyeccion P, es
autoadjunto:

(Puz,y) = (Pu (m +2p0),y) = (@Y + Yarse) = (@ yan) @ Yare) = (@ ym) = (@, Pu (y))

Remark 7.9.
1T = sup {{Tf.g) : [l fI| <1,[lgll <1}

Proof.

1T = sup {IITf[| - | fI| <1} = sup{sup{|(T'f, 9)| : lgll < 1}: [Ifl| <1} =

=sup{[(T'f,9)| : Ifl < L [lgll <1} =sup{(T'f,g) : [ fI| < L, |lgll <1}
O
Remark 7.10.
1T = {7
Remark 7.11. Si T = T* entonces
|7 = sup {[{Tf, O] : [ FI <1} =M
Proof. [>]
7|l =sap {(Tf, )| - I fII, gl <1} =sup{[(T'f, )] : | fIl <1}
<] .
(Tf9)=(T(f+9),f+9)—(T(f~9),f g
y entonces .
(Lol = ;I (f+9), F+ 9l + T (f~9).f -9l =
=5 ([ (o) e o+ [ (=g =g 1 - o] <
= T
i Gran) e v+t (e (=) =) v -
M € aratelogramo M M
< = 17+ gl g = gl?] e ® S g 2 )] < A= M
O
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Proposition 7.12. Sean H un Hilbert sobre K y A, B € L (H). Se verifica:
1. A=A = (Az,z) eR,Vx e Hy
[A]l = sup {[{Az, z)| : ||z <1} = sup {[{Az,z)| : ||z = 1}
En particular, los valores propios de A son reales.
A=A (Az,2) =0,Yr e H = A=0
A=A* = H=kerA®ImA
A, B autoadjuntos = A+ B autoadjunto y [AB autoadjunto <= AB = BA]

K=C = [A=A* < (Az,z) e R,Vz € H|

S & e

K=C = 35,7 € L(H) unicos y autoadjuntos tales que A =S +iT

\.

Proof. Veamos cada afirmacion:

1.

(Az,x) = (x, A*) = (z, Az) = (Az,z) = (Az,z) €R
Y la igualdad la vimos en las observaciones anteriores.

2. Por el apartado anterior se tiene que ||A]| =0, y por tanto A = 0.

3. Més adelante veremos que kerA es finito-dimensional, por lo que es cerrado y entonces podemos
aplicar el teorema de la proyecciéon

H =kerA® (kerA)* = kerA® ImA

donde * se debe a que si tomamos = € kerA, entonces Az = 0, y entonces (Az,y) = 0,Vy —
(z, Ay) = 0,Vy, por lo que = € (ImA)" = kerA C (ImA)*, y claramente (ImA)* C kerA.
Por tanto, kerA = (ImA)*, y entonces

(kerA)* = (ImA)* =TmA

(A+ B)z,y) = (Az,y) + (Bx,y) = (v, Ay) + (z, By) = (, (A + B) y)
AB = (AB)* < (ABu,y) = (z, ABy)

ahora bien, se tiene
(ABz,y) = (Bz, Ay) = (z, BAy)

por tanto, se da la igualdad, si, y solo si, AB = BA.
5. [«<=] Si (Az,z) € R,Vx € H, entonces
(A(x+ay),x +ay) €e R,Va e C,Vz,y € H

ahora bien

(A(z +ay),x + ay) = (Ax + aAy,z + ay) = (Az,z) +a (Ax,y) + a (Ay, ) + aa (Ay,y) =
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= (Az,z) + @z, A*y) + a (Ay, z) + |a|* (Ay,y)

como (Axz,z),|a|* (Ay,y) € R, entonces debe ser a (Ay, z) + a (A*y, z) € R, por tanto debe ser
igual a su conjugado:

a(Ay,z) + a(A*y,r) = a (Ay,r) + a (A"y, )

y entonces

a((A=A%y,z)=a((A-A%)y,z)
Tomando ahora a = 1, obtenemos
(A=A%)y,z) = ((A—- Ay, )
y con a = 17, sale
i{(A=A"y z) = —i((A-A)y,z) < (A-A)y,z)=—((A-A")y )

por tanto, debe ser
(A= A" y,z) =0,Ve,y e H
y entonces A = A*.

[ = | Apartado 1.

A+A A—-A A+ A* A— A*
_ 4t v _ 4t +1 — =S+T

A
2 + 24 2 21

Definition 7.13. Un operador T' : By — By donde B; y B son espacios de Banach, se dice
compacto cuando 7' (Bp, ) (la imagen por T" de la bola unidad en Bj) es relativamente compacto
en Bs.

De esta definicion, por la compacidad relativa, se deducen las siguientes definiciones equivalentes:
e T compacto

e Para cada sucesion acotada en norma (zy),,, la sucesion (T'z,),, posee una subsucesion conver-
gente

e Para cada sucesion (xy,),, con ||z, || = 1, Vn, la sucesion (T'z,,),, posee una subsucesién convergente

Y se tiene que:

Proposition 7.14. X,Y normados. Entonces el conjunto K (X,Y') de los operadores compactos
de X en'Y es un subespacio vectorial de L (X,Y), cerrado si Y es de Banach.

Proof. K (X,Y) es un subespacio vectorial de L (X,Y’) porque en espacios normados la suma de con-
juntos compactos y la multiplicaciéon por un escalar de conjuntos compactos producen conjuntos com-
pactos.

Ahora, en un espacio métrico M, un conjunto relativamente compacto P C M es precompacto, o sea,
Ve > 0,3 (ti)1<;<, en P tales que P C |J,<;<, B (ti,€). Reciprocamente, los conjuntos precompactos
son relativamente compactos cuando el espacio métrico es completo.
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Supongamos ahora que Y es Banach y sea (7},), una sucesion de operadores en IC(X,Y) convergente
aT € L(X,Y). Queremos ver que T (Bx) es precompacto. Dado ¢ > 0, tomamos n € N tal que
|7 = Tn|| < 5. Como T}, es compacto, existe un conjunto finito (z;),.; en Bx tal que, fijado z € Bx
podemos encontrar i € J con || Tz — Thxil| < §. Entonces

€
Tz — Tx;|| < ||Tx — Thx|| + || Tnx — Tnai|| + || Ta; — Thail] < 35 =¢

y entonces T (Bx) es precompacto, T' € K (X,Y) y este es cerrado. O

Proposition 7.15. X, Y normados, T € K (X,Y). Entonces
1. ImT es un subespacio separable de'Y

2. SiY es de Hilbert, (ey), es una base hilbertiana de ImT y P, es la proyeccion ortogonal
deY en span{e; : 1 <i <n}, entonces

T =1lim P, T en L (X,Y)
n

.

Proof. Veamos ambas afirmaciones:

1. Como T (Byx) es relativamente compacto, entonces 1" (Bx ) es precompacto y lo mismo ocurre con
nT (Bx) para todo n € N. Los subconjutos precompactos en espacios normados son separables,
por lo que ImT = J,, nT (Bx) es separable.

2. Supongamos que ImT es de dimensién finita, pues si es finita es obvio. Como Y es Hilbert, en-
tonces ImT es un espacio de Hilbert separable, y podemos tomar una base ortonormal numerable
(én),- Sea P, la proyeccion descrita en el enunciado. Para x € Bx, se tiene

Tx =1lim P, Tx
n

La compacidad de T nos va a permitir probar que este limite es uniforme en la bola unidad de
X. Sea e >0, entonces 3 (z;), ; finito en Bx tal que, fijado x € Bx,3j € J : [Tz — Tzl < 3.
Sea ng € N: | Tx; — P,Txj|| < 5,Vj € J,Vn > ng. Entonces

€
Tz — PTx|| < ||[Tx — Txj|| + || Tx; — PuTxj|| + || PuTx; — P /Tx|| < 3g =

puesto que || P,|| = 1. Como x € By es arbitrario, entonces ||T' — P,T|| < &,Vn > ng, y tenemos
el resultado.

O

Corollary 7.16. El conjunto de los operadores compactos en un espacio de Hilbert es la clausura, en
la topologia de la norma de operadores, del conjunto de los operadores acotados de rango finito.

Corollary 7.17. Hy,Hy Hilbert y T € L(Hi,Hz). Entonces T es compacto si, y solo si, T* es
compacto

Proof. Como T** =T, basta ver la suficiencia.

Como T es compacto, entonces existe una sucesion de operadores (75,)
T = lim,, T), en la norma de de operadores. Es decir, lim,, |T"— T,|| =
Adenas, T es también acotado y de rango finito:

,, acotados de rango finito con

e acotado porque ||T,| = |7l
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e de rango finito porque, si no, se podriamos tomar (e,,),, una sucesién ortonormal en I'mT;; con
em = Tum,Ym. Como T, son todas de rango finito, entonces existe k tal que Thep = 0. Y
entonces

0= (Tnek,uk> = (ek,Tnuk> = <€k,€k> =1

lo cual es una contradiccion, y T debe tener rango finito

Por ultimo, como || T; — T*|| = ||T,, — T'||, tenemos que 7™ = lim,, T’ y por tanto 7™ es compacto. [

Proposition 7.18. Sea H un espacio de Hilbert y (ey), una base ortonormal.
Sea (M), C C una sucesion acotada.
Sea T la aplicacion dada por

Tep = e

y dado x =Y oo, (x,ex)ex es

Tz =) X (z,ex)er
k=1

FEntonces

~

T = sup {7l k=1, }

2. T* se corresponde con T* (ex,) = Apex

3. T=T" < M\ €R,VE

4. T es una proyeccion ortogonal si, y solo si, A, € {0,1},Vk
5

. T es compacto si, y solo si, limg A\, =0

Theorem 7.19. Sea T : H — H lineal y continua, con H un Hilbert separable.
1. §: H — H compacto, entonces SoT,T oS compactos
2. 8iT,:H— Hn=1,2,.. son compactos y lim, ||T,, — T|| = 0, entonces T es compacto

3. St T es compacto, entonces AT, : H — H,n = 1,2, ... operadores de rango finito, con
n—oo

1T =T "=~ 0

4. T compacto <= T* compacto

.

Proof. Veamos cada afirmacion:

1. Obvio, porque la imagen de un relativamente compacto por una aplicaciéon continua es relativa-
mente compacta

2. Sea la sucesion (fi), C By y veamos que (T (fi)), tiene una subsucesion convergente:

e Como T es compacto, entonces 3 (f1,1), subsucesion de (fx), tal que (71 (f1,x)), es conver-
gente

e Como Ty es compacto, entonces 3 (f 1), subsucesion de (f1x), tal que (T2 (f2x)), es con-
vergente
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e Como T), es compacto, entonces 3 (fy 1), subsucesion de (fn—1,%) tal que (15, (far)), es
convergente

Entonces la sucesion (1" (fx,x)),, es subsucesion de (T (fx)), que es de Cauchy:

IT (i) = T ()l < IT (Fek) — Ton o) |+ 1Tom Fik) — Ton )|+ 1T (i) = T ()| 2

donde (x) se debe a que podemos elegir mg|Vm > mq se tiene ||T'—T5,|| < § y para el m que
tomemos, Ing|Vk, [ > ng se verifica que || Ty, (fe,x) — T (f10)]] < 5.

Por tanto, Ve > 0,3no| |T (frk) — T (fi1)|l < €, Yk, > ng, por lo que la sucesion es de Cauchy,
y el espacio es de Hilbert (completo) por lo que la sucesion es convergente y T' es compacto.

3. Sea (e;); una base hilbertiana. Sean las aplicaciones

Qn: H — span{e;:i>n}
g = Yisn (g€ e

Se tiene entonces que

Pita
1Qngl®> "> " g en? "= 0
>n

porque ((g,e;)); € £* (N) (es una sucesion con serie cuadratica sumable).

n—o0

Afirmacion: ||Q,T| = 0

En tal caso, se tiene que Id = P, + @, donde P, es la proyeccion en span {ei, ...,e,} y entonces
n—oo

T =PT+Q,T, porloque ||T—P,T| =Q.T| = 0y7T,=P,T aproxima Ty tiene rango
finito Vn.

Veamos entonces la afirmacion:

1@n T = sup LNQuT (NI = 1] < 1} = sup {[|[@ngll : g € T (Br)}

y como la sucesion (@) es equicontinua y @,g — 0,Vg, entonces el teorema de Ascoli asegura
que @, — 0 uniformemente en T (By), vy esto es lo que queriamos ver.

O

Teorema de Hilbert-Schmidt

Theorem 7.20. Sea H un espacio de Hilbert separable y T : H — H un operador compacto y
autoadjunto. Entonces existe una base hilbertiana (vy), de H con

T, = AU

A € R VE

lim |\, | =
1]Icn’k| 0

Remark 7.21. En esta situacion, dado z = ), (z, vi) vy se tiene

T(x)=T (Z (x,vk) vk> = Z A (T, vg) v
k

k
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Proof. Para esta demostracion, iremos enunciado distintas proposiciones y su demostracion, hasta
tenerlo:

Proposition 7.22. Si T =T* en H y Tv = \v, entonces A € R
Proof.
A (v,v) = (Tw,v) = (v, T*) = (v, Tv) = (v, W) = A{v,0) = A=)\ = AER
O
Proposition 7.23. SiT es compacto, entonces VA # 0 se tiene que ker (T — NI d) es finito-dimensional

Proof. Supongamos que no es finito-dimensional, de manera que podemos tomar un conjunto ortonor-
mal (yy), C ker (T'— AId). Entonces, como T es compacto y el conjunto es ortonormal (||y,|| = 1,Vn),
sabemos que (7" (yy)),, debe tener una subsucesion convergente, pero dado que

Tyn = Ayn,Vn
entonces se Veriﬁca
HTynj - TynkH = H/\ynj _VynkH = [A| Hynj - ynkH Z* RY V2

Por lo que es una subsucesién supuestamente convergente, que no es de Cauchy, lo cual es una con-
tradiccién, obtenida al suponer que el subespacio no era finito-dimensional. Asi, debe ser asi y tenemos
el resultado. O

Proposition 7.24. T'=T* compacto. Entonces, o bien ||T|| o bien — ||T|| es un valor propio de T'.

Proof. Como T = T*, entonces ||T'|| = sup {|(Tf, f)| : ||f|| < 1}. La idea es buscar una solucion del
problema:
(P): max [(Tf, f)]
sa.  |fll=1

n—oo

Sea la sucesion (fy),, que verifica || fp|| <1y (Tfn, fn) — Acon [A| = ||T.

Como T es compacto, entonces (1'f,), tiene una subsucesionconvergente (1'f,, )., sea g = lim T'f,,, €
H.

Afirmacion: g es vector propio de T con valor propio A

0 < HTfnj - Af"kH2 = <Tfnk - /\fnk7Tfnk - )\fnk> = HTfnkH2 —2A <Tfnk7fnk> + /\2 ”fnkH2 <

[ [ <1 —In
ITI=IA

ITI2 = 2\ (Tfoy. f) + A2 N2 = 2T for s fur)

El ultimo término verifica
N — 2N (T fors frr) 5202 — 202 = 0

Y entonces, tomando limites en toda la cadena de desigualdades, tenemos

2

0< Hg—hgmfnk <0

por lo tanto, sabifamos que T'f,, — g y hemos obtenido que Af,,, — ¢, de forma que

T(g) = T (limAfy,) = AT (tm f,,) = AIim T (f,,) = Ag
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Proposition 7.25. Sea

S = span {v : v vector propio de T} C H
que hemos visto que no es 0. Se verifica que, si kerT = {0}, entonces S = H.

Proof. Supongamos lo contrario, o sea, que S C H, de forma que S es un subespacio cerrado de H
y podemos aplicar el teorema de la proyeccion, obteniendo que H = S @ S+, con S+ # 0 porque
suponemos que kerT  # 0. Se tiene claramente que T'(S) C S, pues T (v) € span (v). Vamos a ver que
Tg € S+ para g € S*: sea f € S,

(T'g, f)=(Tf,9)=0

pues T'f € S,g € S*, y entonces Tg € S*.Pero entonces, aplicando la proposicion anterior, tenemos

como valor propio y un vector propio gg, pero esto es una contradiccion,

que Tjgperp tiene a = HT‘lsl ’
pues
Tgo=Tisr90=Ago = go €S

y entonces debe ser S = H. Ul

Por tanto, tenemos que si T es inyectiva, entonces S = H, luego H tiene una base hilbertiana de
vectores propios de T'. Solo resta ver que limg |A\g| = O:

Proposition 7.26. Si Tvy, = A\vg, con (vg), una base hilbertiana, entonces limy A\, = 0.

Proof. Sea € > 0y supongamos que Ag,, ..., A, ... verifican |Ak;| > ¢, Vi. Entonces
2
H)\ktvkz — )\k].vk]. H = <)\kivk1 — Ak]-'Ukja )\kivki - )‘kjvkj> = )\il ||f1)le2 — 2)\,%)\]” <Ukivvkj> + )\i] H”k]’ H =

v ortonormal
(k) orte M4 A2 > 2e?
Por tanto

HAkivki — )\kj’l)ij > 8\/5

por lo que ninguna subsucesiéon de (T'vy,);, puede ser de Cauchy y por tanto esa sucesiéon no tiene
subsucesiones convergentes, pero esto es una contradiccion, pues T' es compacto. O

Asi, tenemos todos los resultados y termina la demostracion. O
Remark 7.27. Para el desarrollo de la prueba, es suficiente con que el operador sea normal: T*T =
TT™.

Remark 7.28. Sea T : H — H con kerT = 0, entonces obtenemos un valor propio A\; € {||T||,—||T||}
y hacemos

H = (ker (T — M\ Id)) @ (ker (T — M\ Id))™*
Definimos ahora
= T\ker(Tf)qu)l

y aqui obtenemos Ay € {||T1]|,—||T1]|}, volvemos a dividir el espacio,... y repetimos este proceso
iterativamente para obtener todos los valores propios de T.
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7.1 Alternativa de Fredholm

Sean T : H — H compacto y autoadjunto, b € H y 0 # X € K.

Queremos resolver
(P) Me—Tu=0b, ue H

Podemos definir el problema homogéneo:
(Phomogéneo) = (Ph) At—Tu=0, ue H

Y se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema de Alternativa de Fredholm enunciado del profesor Orihuela

Theorem 7.29.

(P) tiene solucion <= (b,v) =0, Yv solucién de (Py)

Proof. Como T es compacto y autoadjunto, por el teorema de Hilbert.Schmidt (]ZD tenemos que existe
una base hilbertiana de vectores propios (u,), con Tu, = Aun,Vn y |An| "= 0. Asi, podemos
escribir

Ty = Z An (T Up) U

Veamos que si A # \,,Vn y 0 # A € K, el operador (A[d — T)_1 : H — H se puede definir y es
continuo. O sea, dado b € H, debemos enconrar u € H tal que

AMi—Tu=b

Si u es solucién de (P), entonces u = A"1 (b+Tu) = A7 (b+ 3, Ay (u, un) up).
Teniendo en cuenta que
(A= An) (uyun) = (M = T) uun) = (b, un)

donde * se debe a que
An (U up) = (U, Apug) = (u, Tuy) = (Tu, up)

Luego si u es solucion P, entonces debe poder escribirse como

— byun
uw=\""! <b+;)\n§\_)\>un>

n

Llamemos a,, = )\—in)\— y estudiemos la serie
n
E Qp, <b7 un) Unp,
n

Por la desigualdad de Bessel, es

> 1wl = 6]

y como lim X\, = 0, entonces 3k : |a,| < k,Vn. Por tanto

D lon (b, un)[* < K2 blJ*

n
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y la serie >y, (b, un) up, es convergente en H, y el vector u = A71 (b+ Y, ay, (b, up) uy) estd bien

definido, y tenemos

Tu:)\_1<Tb+Zannbun n)z/\_1<2)\ (b, un) un—l—Zannbun n):

= Z A (14 an) (b, un) uy

Y veamos que Au — Tu = b.
Ay = b—i—Zan (b, un) up,

luego
A
_ -1 n _
/\u—Tu—b—i—g an<b,un>un—g A )\n<1+)\_)\n><b,un>un_

Ademas, la férmula para u define un operador lineal
MN-T)"': H — H
b AL (b+ > 25 (b, ) un)

es un operador lineal y continuo:
el = || A7 =) | < I (Il + R Nl = A7 1+ ) fol] = & o]

y entonces (AId — T) ™" es continuo.

Ahora, veamos que ocurre cuando A es un valor propio. Podemos suponer que A = A\; = ... = Ay, para
cierto N > 1y A, # A,Vn > N.
Como
(byun) = (A= Ap) (u, up)
entonces, si u es solucion de (P) deve ser (b,u,) = 0,¥n = 1,...,N y entonces (b,v) = 0,Vv €

span{uy,...,un} = ker (A\I —T).
Reciprocamente, si (b, u,) = 0,Yn = 1,..., N, podemos definir

w=\"" <b + i ap, (b, up) un>

n=N+1

con «;, definido como antes, y de la misma forma se ve que u es soluciéon de (P).

Finalmente, si T tiene una cantidad finita de valores propios no nulos, entonces todas las series ante-

riores se reducen a sumas finitas, pero la prueba es igual.

O

entonces eziste el operador lineal y continuo (A — T)_1 :H— H.
Ademds, (P) tiene como unica solucion a

— (AL-T)7 (b)

Corollary 7.30. Dado b € H,0 # X € K. Si suponemos que (P) tiene, a lo mas, una solucion,
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Proof. Si (P) tiene, a lo més, una solucion, entonces
M—Tu= —-Tv = u=v] = [Mww-Tw=0 = w=0]

y entonces estamos en el caso en el que A # A\,,Vn, por lo que Vb € H, el problema tiene la solucién
(M —T)" (b). O

En el libro este desarrollo es algo distinto. Vamos a verlo:
Queremos estudiar la resolucion de las llamadas ecuaciones integrales de Fredholm, que son
ecuaciones del tipo

b
PO = [ k()76 ds =0
donde f,g € L?([a,b]) y k € L*([a,b] x [a,b]).

Teorema de Alternativa de Fredholm enunciado del libro

Theorem 7.31. Sea k € L?([a,b] x [a,b]) un niicleo que satisface k (s,t) = k(s,t) para casi
todo s,t € [a,b] (es un nicleo simétrico). Sea K el operador integral asociado, dado por la
formula

b
Kf (1) =/ E(t,s) £ (s)

Supongamos que

Kz = Z,uj (x,e;) e

jeJ
donde J es un conjunto contable y {en :n € J} es una base hilbertiana de ImK.
Se considera la ecuacion integral de Fredholm siguiente:

b
f(t)—u/ b(t,s) f(s)ds = g ()

cont € [a,b],9 € L*([a,b]). Entonces:
1. Sip =0, entonces la ecuacion tiene una unica solucion f =g

2. Si % # lin, VY1, entonces para cada g € L? ([a,b]), eviste una tinica solucion de la ecuacion,
que viene dada por

P =gt tu 3t (/abg<s>ej<s>ds)ej<t>

1 — s
7 Mg

para t € [a,b]. En este caso ||f|ly < al|glly para cierta constante o independiente de

9 € L ([a,b])

3.8+ = p, para algin n, entonces la ecuacion tiene solucion si, y solo si, g €

o
ker (ul — K)L ,y en ese caso cualquier solucion de la ecuacion es de la forma

PO =g +n Y i (/abg<s>ej<s>ds) e (1) +u (1)

para t € [a,b], donde u es una funcion arbitraria de ker (pnI — K)
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La convergencia de las series anteriores es en media cuadratica. En la préctica, la convergencia suele
ser mas fuerte. El teorema que sigue garantiza convergencia uniforme bajo ciertas condiciones.

~ a

Theorem 7.32. Hilbert-Schmzidt
Sea k € L? ([a,b] x [a,b]) un niicleo simétrico tal que

b
sup/|k:(t,s)|2ds<oo
telab] Ja

Sean (pin),, y (en),, como en el teorema anterior. Entonces, para cada f € L* ([a,b]) se tiene
b b
/ k(t,s) f(s)ds =YX </ f(s)e; (s)ds) ej (t)
a jGJ a

para casi todo t € [a,b).
En caso de ser J numerable, la serie es absoluta y uniformemente convergente en [a, b].

Corollary 7.33. Sea k € C([a,b] X [a,b]) un nicleo simétrico. FEntonces existen un con-
junto contable J, un conjunto ortonormal (e;),c ; en (C ([a,b]), [|I-l5) y un conjunto de escalares

(15) e tales que

Kf(t)z/:k@,s)f(s)dszzuj (/:ﬂs)ej(s)ds) e (1)

Jj€J

para t € [a,b], siendo la serie absoluta y uniformemente convergente en [a, b].

7.2 Aplicaciones del resultado de alternativa de Fredholm

Las aplicaciones de este resultado serén el estudio de las ecuaciones integrales

b
M)~ [ k0@ =g
donde A € C,k : [a,b] x [a,b] — R, g € L?([a,b]).

7.2.1 Analisis espectral del operador de Laplace
TODO .... esto de momento NO

8 Ejercicios
1. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea Y 2 | f, una serie absolutamente convergente en H.

Demuestre que existe A € L (H) tal que A (e,) = fn, siendo (ey) una base ortonormal de H.
Dado z =), xpe, con x, = (z,e,), definimos
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siempre que esta serie sea convergente, claro. Veamos que lo es. Sea M =" || f»||, entonces

E T fn 5 Tnen
n n

por lo que A esté bien definido, y ademéas asi probamos que ||A| < M, luego A es continuo pues es
lineal.

< sup fon| Y [Ifull < M
n
n

7~

Test de Schur

Sea (aij)io.}:l una matriz infinita con a;; € K. La condicién de Schur es la siguiente:
Existe constantes C7 y Cy tales que

o0

Z\aij\ < (C1,Vi

J=1

> laij] < Co,Vj

i=1

3. Pruebe mediante ejemplos que existen matrices (ai;);;_; tales que 375, lai;|? < oo y que no
verifican las condiciones del test de Schur y que hay matrices del mismo tipo que satisfacen la condicién
de Schur y sin embargo > 7% _, |a;;|? = .

La matriz
15 3
A 00
= 1
5 00
Es
S I |
2
SV IEED L
,J n=1 n=2
Pero
1
Sl =34 o
7 n:ln
luego no satisface la condicién de Schur.
La matriz
1 00
010
I'=190 01

cada fila y cada columna suma 1, pero la suma de todo al cuadrado es divergente.

6. Sean E un espacio de Banach y T' € L (E).Probar que si ||7™| < 1 para algtn m positivo, entonces
I — T es invertible.

Si vemos que la serie ) ° T" es convergente, entonces

o o o0 o o
(I—T)ZT” - ZTn _ ZTHH _ ZTn _ ZTn _g
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

Y por el otro lado igual.
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Ahora, dado n € N, se puede escribir n = pm + r con 0 < r < m y entonces
[T = TP T < TP 17" < |1 T™|)P C

Y la serie > - [|7™]|” es convergente por ser ||T™|| < 1, luego tenemos la convergencia de la serie y
el ejercicio.
7. Sea S, : £2 — (2 el operador desplazamiento por la derecha, definido por

Sy ((zn)) = (0,21, x2, ...)

Sean o (S;) = {\ € C: S, — A} no es invertible y o, (S;) el conjunto de autovalores de S,.
Establézcase que o, (Sr) =0y que 0 € o (S;).
Supongamos que existe S, el operador inverso de S,. Dado z = (z,),, € £? se tiene que

S.Sy () =

SpSr () =2

En particular
por lo que

Pero entonces

S, 5, (wn),) = Sr (w2, 73, ...)) = (0,22, 73, ...)

que no es igual a x en general.

Por tanto, S, no es invertible, y debe ser 0 € o (S;).

Vamos a ver que el conjunto de autovalores es vacio.

Supongamos que A # 0 es un valor propio, y sea x un vector propio no nulo. Deberia ser

Sy (x) = Az
Entonces, debe ser
Ary =0

por lo que 1 = 0. Pero, ademas, debe ser
ATy = Tpa1,Vn > 1

luego
Tn = A"z =0

y entonces x = 0 # Contradiccion.

Si el valor propio fuese el 0, entonces existiria un x no nulo cuya imagen fuese el 0, pero por la definiciéon
de S, es obvio que esto no puede suceder.

10. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea (e,), una base hilbertiana de H. Sea K C C
compacto.

1. Probar que K contiene un subconjunto denso numerable (k,),,

Dado n € N, tomamos el recubrimiento abierto

fo(o2) 5en)
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como K es compacto, entonces existe un subcubrimiento finito

1 .
{B <kn7j, n> 1] = 1,...,mn}

A={kpj:neNj=1,..,m,}

Y entonces, el conjunto

es denso y numerable en K. Que es numerable es obvio. Para ver que es denso, basta darse cuenta
de que para todo € > 0 y para todo y € K, existe n € N tal que % < eyexiste j € {1,....mp}
con |ly — knjl < 2 <e.

. Probar que existe un tnico operador 7' € L (H) de modo que T (ey,) = knep,

Definimos T' para que verifique esta condicién

Tr = Z kn (x,en) en
n=1

para x = ) (x,ep)e,. Esta esta bien definida por la unicidad de la expresion de z respecto a
una base hilbertiana.

La linealidad es obvia, y respecto a la continuidad:
o
IT(* = [kl ({2, en)* <Y sup [kinl* [{2, €0)[* = sup [kn|* ]
n=1 n M n

por lo que
2
T = sup |kn|
n
que es finito porque K es acotado.
Dado que (ey),, es una base hilbertiana, cualquier aplicacion lineal continua estd determinada
por sus valores en los vectores de la base. Por tanto, esta aplicacién T es la tnica que verifica la
condicién del enunciado.
. Probar que el espectro puntual de T" coincide con (ky),, y que el espectro de T" es K
Se tiene que {ky, : n € N} C 0, (T), pues e, € Nuc(k,d —T).
Por otro lado, si A € o, (T'), entonces 3z # 0 tal que T'x = Az, por lo que

Z kn (x,en)en = Z Az, en)en = kn(z,en) = Az, e,),Vn

n=1 n=1
pero siendo  # 0, entonces I3m € N con (x,e,,) # 0 y entonces A = ky,. O sea, que o, (T') C
{kn}, v tenemos el primer resultado.
Veamos ahora que K = o (T):
[C] Como {ky},, =0, (T) C o (T) y este ultimo es compacto, entonces K C o (T').
[D] Si A ¢ K, entonces AI — T es invertible:

M =T)z=> (A—kn) (2,en) €n

n
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y como |\ — k,| > € para algin ¢ (porque la distancia a un compacto de un punto de fuera es
positiva), entonces

1
SZB:Z)\_kn <$7en>en

define un operador acotado, que es el inverso de A\I —T. Por tanto A ¢ K = A ¢ o (T),y
entonces o (T) C K.

. Si k € K y es diferente de todos los (ky),,, pruebe que la imagen de kI — T es un subconjunto
denso propio de H

Queremos ver que dado € > 0,para todo y = Y (y,en) e, € H, existe x = ) xpe, € H tal que
(kI =T)z —y| <e.

Para obtener x, sea m € N tal que

o0
Yo lyen)? <&
n=m+1
y definimos
,€
T, = ]iy Zz,n =1,2,....m
Tn=0,n>m
Entonces
m
(kI =T)x=kx —Tz = Z(k— kn) (x,en) en = Z(y,en>en
n n=1
por tanto
o0
[T =T)x =yl = || D (yea)en| <e
n=m+1

Por tanto, Im (kI —T) es denso en H. Falta ver que es propio. Supongamos que kI — T es
sobreyectiva: para cada y € H,3dx € H con

Z (k - kn) <$, en> €n = Z <y7 en> €n
por lo que

(k—kn) (z,en) = (y,en),¥n
1

Por la densidad de (k,), en K, existe (k‘nj)j con ‘k — k:nj} < 7 Definimos el vector y que

satisface

n

Se tiene que y € H, pero tuviera una preimagen por kI — T, deberia ser

(5 =) o) = ;

y entonces
1
[een)l = T >

Pero esto no puede ser, pues se satisface

D | eny)[F < o0
n
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11. Sean H un espacio de Hilbert, T' € L(H) y M C H un subespacio cerrado. Se dice que M es
invariante por T si T (M) C M.
1. Probar que M es invariante por T si, y solo si, M1 es invariante por T**

Como M+t = M por ser M cerrado y T** = T, entonces basta ver la condicién necesaria.

Asi, supongamos que M es invariante por T', o sea, T' (M) C M. Queremos ver que T* (M L) C

M+, para ello, sea y € M=, entonces, para todo & € M, se tiene

0= <Tl‘,y> = <$7T*y>
por lo que T*y € M~ y tenemos el resultado.

2. Probar que M es invariante por 7' si, y solo si, TP = PTP donde P es la proyeccién ortogonal
de H sobre M

[= ]| SiT (M) C M, entonces P(T (M)) =T (M), y por tanto

PTP=TP

[<] Si TP = PTP, supongamos, por reduccion al absurdo, que M no es invariante por 7.
O sea, que existe x € M, tal que Tz ¢ M, entonces, aplicando el teorema de la proyeccion,
podemos escribir

Tx = (Tx)y + (Tx) e

y es
TP(zx)=Tx ¢ M

PTP(z)=P(Tz)=(Tx),; € M

y esto es una contradiccion, pues por hipotesis deberia ser T'x = (T'z),,, pero uno estd en M y
el otro no # Por tanto, M debe ser invariante por 7.

20. Sean H,,,n € N espacios de Hilbert. Sean T;, € L (H,,), con sup,, ||T5|| < ooy T = p,, T, definida
en @,, H, de forma natural. Probar que T" es una aplicacion lineal compacta si, y solo si, cada T}, es
compacta y lim, ||T,|| = 0.
Si x € @,, Hy,, entonces x = ), xp, con x,, € H, univocamente determinados, y con ) |z)? < oco.
La definicién natural de 1" debe ser
Tr = Z Thxn
n

y para estar bien definido debe ser

D | Tnan|® < oo
n

lo cual se verifica porque

S Tl < ST ol < (z ||Tn||2> (z nxnu?) .
n n n n

por ser producto de dos niimeros finitos.
Es obvio que T es lineal. Vamos al ejercicio:
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[ <= ] Tenemos que T,, es compacta Vn y lim, |7, || = 0. Entonces, sea P, la proyeccion ortogonal de

H = @}, Hy, sobre @, _, Hi. Entonces

1
] 2 o0 2
(T — P.T) x| = < > nykka) < sup {[|Tpl| : k> n +1} ( > HwkH2> < sup {||Th[| : & > n + 1} |||
k=n+1 k=n+1

Cada P, T es compacto, pues es suma finita de operadores compactos

P,T = Zn: T,
k=1

Ahora, con la acotaciéon anterior, y dado que el limite de la norma de los T, es 0, tenemos que
lim, ||(T'— P,T) z|| = 0,Vz, por lo que el teorema nos da el resultado.

23. Probar que no existen operadores compactos invertibles en espacios normados de dimensién in-
finita.

Si T fuese un operador compacto invertible, entonces TT~! = I serfa un operador compacto por el
mismo teorema que el ejercicio anterior , pero esto no es cierto, pues la bola sabemos que no es
compacta (solo lo es en la topologia débil).

24. Probar que un operador acotado idempotente (77 =T') es compacto si, y solo si, es de rango
finito.

[ <= ] Los operadores de rango finito son compactos porque la imagen de la bola unidad es un cerrado
y acotado en la topologia inducida.

[ = ] Supongamos que ImT tiene dimension infinita. Como TT = T, entonces ImT es invariante
por T: T (ImT) C ImT.

Ademaés, ImT es un subespacio cerrado, ya que si x = lim, z, con z, € ImT entonces Tz =
lim, Tz, = lim, T (Ty,) = lim, Ty, = limz, = x, luego el limite estd en el conjunto y este es
cerrado.

Sea ahora (ey), una sucesion ortonormal en I'm7T’, que existe por tener este dimension infinita. Se
tiene que T'e,, = T (T'uyp) = Tup = ey, Vn. Por la compacidad de T', (Te,),, = (en),, debe tener una
subsucesion convergente, pero esto no es posible pues

le; — ;]| = V2,Vi # j

28. Sea (ay),, una sucesion absolutamente sumable. Probar que la matriz

al; as ag
a a

A= 2 3
as

define un operador lineal compacto en ¢2. Si se supone ademés que (|a,|),, es una sucesién monétona,
demuestre que el operador es de Hilbert-Schmidt.

Se cumple el test de Schur por la condicién de ser absolutamente sumable.

Vamos a ver que se puede aproximar por operadores de rango finito-dimensional.

Sean (A;;) los coeficientes de A. Dado € > 0, tomemos n € N tal que Y ° ., |a;| < ¢ y consideremos
el operador B definido por B;; = A;j si4,j <ny B;; =0 en otro caso. Entonces

o o
D Ay =Byl < > il <e
=1

i=n-+1

Como las matrices son simétricas, entonces esto funciona en j y se verifica el criterio de Schur. TODO
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Part III
Los principios fundamentales del Analisis
Funcional

9 El teorema de Hanh-Banach

Definition 9.1. Un espacio vectorial topolégico es un espacio vectorial con una topologia
en la que el producto por escalares y la suma de vectores son aplicaciones continuas.

Teorema de Hahn-Banach (version geométrica)

Theorem 9.2. Dado X espacio de Banach, A C X convezo y cerrado, xo ¢ A. Entonces eziste
feX*yH={xecE: f(x)=M\} que separa A de x¢ (un hiperplano de separacion,).

Teorema de Hahn-Banach (version analitica en un espacio de Hilbert)

Theorem 9.3. Sea H un espacio de Hilbert y F' C H un subespacio cerrado.
Sea f: F — K lineal y continua, entonces existe una inica f : H — K lineal y continua que sea
extension de f.

Proof. F cerrado en un Hilbert, por lo que es Hilbert. Entonces, por el teorema de Riesz, Jvy € F' tal
que
f@) = (z,vp), Ve e F, gl = | fll

Definiendo

f(z)=(x,vf), € H

tenemos el resultado. O

Teorema de Hahn-Banach (version geométrica en un espacio de Hilbert real)

Theorem 9.4. Sea H espacio de Hilbert real, C C H convezo cerrado y xo ¢ C.
Entonces Af : H — R lineal y continua tal que

f(zo) >a> f(e)

para todo ¢ € C.

Proof. El problema 1.52 del libro dice que y € C' cumple que ||zg — y|| = dist (zg,C) si, y solo si,
Re ({xg — y,w —y)) < 0 para cada w € C. En el caso real no es necesario tomar la parte real.
Tomamos yg al vector que cumple esto y definimos

fH—R
f (%) = (z, 20 — yo)

verifica las condiciones del enunciado. O

Lemma 9.5. Sea X un espacio vectorial real y p : X — R un funcional subaditivo y positivamente
homogéneo (p(Ax) = Ap(z), VA >0,z € X).
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Sea Y subespacio de X de codimension 1, y sea f:Y — R lineal tal que
f@)<p), Vaey

Entonces podemos extender f a f : X — R tal que

fx)<p(x), Ve e X

Proof.
X =Y & span {zo}

Solo hace falta definir f (x¢) de forma que se mantenga la acotacion. Cualquier extension sera de la
forma

y debe cumplirse

sup {f (w) — p (w —x0)} < f (z0) < inf {~/ () +p (= +20)}
weyY z€

Hace falta comprobar que el intervalo no es vacio. Observamos que:

fE+fw) =fE+w) <plz+w)=p(z+z0+w—20) <p(z+z0)+p(w—1x0), Yz, €Y

de donde
fw)—pw—=z9) <—f(2)+p(z+z0), Vw,z€Y

de donde el intervalo de los posibles valores f (o) es no vacio. Definimos entonces f (o) en ese
intervalo. Queda solo ver que

f(erOéﬂUo)Sp(eraxo), VyeY,acR

Basta trabajar por casos en el signo de a y sale. O

Corollary 9.6. Si p es una seminorma, entonces
F@|<p@), vwex

Remark 9.7. Si p es una norma, esa condicion se traduce en la acotacion, y por tanto en la continuidad
de la aplicacién.

Teorema de Hahn-Banach (version analitica)

Theorem 9.8. Sea X un espacio de Banach, Y subespacio cerrado de X, y X = span{(xn), }
Consideremos f : Y — R lineal y continua, entonces

HOIE

Proof. SiYy:=Y, fo:= f, entonces definimos
Y, :=Y,_1 ® span{z,}
de forma que, por el lema anterior, para cada n € N se puede extender f,_1 a f, : Y, — R tal que

[ (@) <A frallllz]] = o = [ £l
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Y definimos, finalmente
fo Z2=U2Y, — R
z = f(2)=fu(2), sizeY,

Esta funcién verifica

F@|<flal . vz e 2

Ademas, es una forma lineal continua, por lo que es uniformemente continua. Y como Z es denso en
X, entonces podemos extender f a X manteniendo las propiedades que buscamos. O

Vamos ahora a trabajar en un espacio vectorial E general.

~

Definition 9.9. Cuando Vax € F existe \g > 0 tal que x € AA,VA > Ag, se dice que A es
absorbente.
Dado A absorbente con 0 en el interior de A, definimos

Py(x)=inf{\>0:2 € \A}

Esta aplicacién se denomina funcional de Minkowski.

Proposition 9.10. Se verifica:
1. P4 > 0 y positivamente homogéneo
2. Si A es coovexo, Py es subaditiva
3. {x:Py(z) <1} CAC{z:Psa(x) <1}

Teorema de Mazur

Theorem 9.11. Sea E [1] un espacio vectorial topoldgico, M C E una variedad afin y A C E
no vacio, abierto y convezxo.
Si AN M =0, entonces existe un hiperplano afin cerrado H en E[7] tal que

ANH=10

McCH

Proof. Es M = x¢g+ F con F' C E espacio vectorial. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
0 € A, pues se puede trasladar el problema de no ser asi.
Como A es abierto, A es absorbente, y se tiene

A={zx € E:Py(x) <1}
Aplicando que AN M = (), entonces es
Pa(wo+y)>1, VyeF

Defino
u: F®span{xg} — R
(Y, Azo) = u(y,Azo) = A

que es lineal y verifica
u(y, \xo) < Pa(y+Azp), VAER, y € F

pues:
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e si A\ < 0, entonces u (y, \zg) = A <0< Py (y+ Axo)
e si A > 0, entonces u (y,\zg) = A-1 < APy (%y + xo) = Pa(y + \xo)

Aplicando a u el teorema de Hahn-Banach en su version analitica, extendemos u a 4 : £ — R tal que
t(z) < Py (x) para cada = € E.

Al ser A abierto, esta desigualdad implica que @ es continua, basta comprobar el limite en el 0.
Deifniendo, entonces

H={zecE:a(x)=1}

se tiene

McCH
ANH =10

donde esta tultima igualdad se da porque si x € H, entonces Py (z) > u(xz) = 1, por lo que x ¢ A (3
de la proposicion anterior). O

7

Corollary 9.12. Primer teorema de separacion
Sea E [1] un espacio vectorial topoldgico, A y B subconjuntos convezos y abiertos con interseccion
vacia.
Entonces existe un hiperplano H real cerrado que separa estrictamente A y B.
Es decir, existe f : E — R lineal y continua de forma que H = {x € E: f(x) =€} es un
hiperplano y

Ac{zeE: f(x)<e} Bc{zeE:f(x)>¢€}

.

Proof. Tomamos A — B (la diferencia algebraica, no de conjuntos), que es convexo, abierto, no vacio
y 0 ¢ A — B. Entonces, por el teorema de Mazur, 3f : E — R lineal y continua con 0 € H =
{xeE:f(z)=0}y HN(A— B) =0, de donde f (A — B) serd un conexo no vacio en R, o sea, un
intervalo, con 0 ¢ f (A — B), luego f separa estrictamente A y B. O]

Corollary 9.13. Segundo teorema de separacion

Sea E [1] un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, K y F subconjuntos convezxos dis-
juntos de E, con K compacto y F cerrado.

Entonces existe un hiperplano real cerrado que separa estrictamente K y F.

Proof. Si K es compacto, entonces existe un entorno del origen convexo K (por ser el espacio localmente

convexo) tal que
(K+W)Nn(F+W)=10

y basta aplicar el primer teorema de separacion. O

Teorema de Hahn-Banach (version geométrica)

Theorem 9.14. Dados dos conjuntos A y B convexos y cerrados, existe H =
{r € E: f(x) = A} que separa A y B, donde f : E — R es lineal y continua.
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10 Teorema de Baire

Definition 10.1. Un conjunto es nunca-denso si el interior de su clausura es vacio.

Los conjuntos de primera categoria son las uniones numerables de conjuntos nunca-dendos.
Los de segunda categoria son los que no son de primera.

Un espacio topologico es de Baire si la interseccion de cualquier sucesion de abiertos densos es
un conjunto denso.

Teorema de Bairer

Theorem 10.2. Si (M,d) es un espacio métrico completo, entonces M es de Baire.

Proof. Sea (Gy),, una sucesion de abiertos densos. Para demostrar que (), G es denso, veamos que,
para cualquier abierto ) # V C M se tiene

VN <ﬂ Gn> # 0
n
Construimos inductivamente sucesiones (), C M y (ry), C RT de forma que
Blxn, ] €GN B(xp-1,n-1) CGoNGr1N...0NGI NV
y < L.
e Como G es denso en M, 3x; € G1 NV # 0 y por ser abierto 3r; € (0,1) con B[z1,71] C VNG,

e Como Gy, es denso en M, Jz, € G, N B (xp—1,7m-1) CGnNGr1N...NGI NV

Ahora bien, (z,), es de Cauchy, pues para cada m > n, £y, € B (2, m) C B(Zm—1,"m-1) C ... C
B (xp, )y ™ — 0.

Como el espacio es completo, existe x = lim, z,, y debe ser x € B [x,,r,], ¥n € N por la serie de
inclusiones que acabamos de ver.

Se tiene entonces, por construccion, que © € G, N Gr_1 N...NG1 NV para cada n € N, y entonces
z € VN (N, Gr), como queriamos ver. O

Corollary 10.3. Si X es un espacio de Banach, entonces su dimension algebraica o es finita o es no
numerable.
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11 Teorema de la acotacidon uniforme o de Banach-Steinhaus

Theorem 11.1. Teorema de la acotacion uniforme de Banach-Steinhaus
Sea {A; i € I} una familia de aplicaciones lineales continuas del espacio normado X en el
espacio normado Y y sea

D= {w € X :sup ||4; (z)]| = oo}
el
Entonces:
1. Si D€ es de sequnda categoria, entonces sup;cy ||Ail| < oo y D es vacio

2. Si X es de Banach, entonces, o bien sup;cy || Ail| < oo o bien D es un Gs denso en X

Teorema de Banach-Steinhaus (enunciado alternativo del profesor Orihuela)

Theorem 11.2. Dada una familia de aplicaciones lineales y continuas {A;};c; entre un espacio
de Banach X y un espacio normado Y, si Vo € X se tiene sup;cr ||Ai (x)]| < oo, entonces
supjer [[Aif| < o0

\.

Proof. Consideremos los conjuntos
D= {ac € X :sup ||4; (z)]| = oo}
i€l

Dn=|J{x e X 1|4 ()| > n}
el

Los D,, son abiertos porque cada A; y la norma son continuas, y D = (), Dp.
Por hipotesis es D = () y si cada D,, fuese denso, entonces también lo serfia D (por el teorema de Baire,
pues X es de Banach). Por tanto, algin D,, no es denso, y 3m € N con Int (Dg,) # 0.
Consideremos = € Int(DS) y r > 0 con B(z,r) C D§,, de forma que Vy € B (z,r) se tiene que
|Aiy|l < m por la construccion de DE,.
Consideremos, ademas, C' = sup;¢g ||A;ix|| < co. Entonces, para y € B (0,r):

[Aiyll = [[(Aiy — Aiz) + Aiz|| < [[Ai (@ — y)|| + [[Adiz]| <m + C
y por lo tanto, Vy € B[0,1] y Vi € I se da
[Asy|l < 2r (m +C)

por lo que
sup || A;|| < oo
el
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12 Teorema de la aplicaciéon abierta y de la grafica cerrada

Definition 12.1. Sea X un espacio normado y A C X.

Se dice que A es CS-compacto si para toda sucesion (z,),, C A y cualquier sucesion (\,),, C
[0,1] tal que ), A, =1 se verifica que la serie ) A z, converge a un punto de A.

Se dice que A es CS-cerrado si para toda sucesion (z,),, C Ay cualquier sucesion (\,),, C [0, 1]
tal que ) A, = 1y para la cual la serie ) A\,x, converge a un punto, se verifica que dicho
punto esta en A.

Proposition 12.2. Sea X un espacio normado y A C X :
e 57 X es de Banach, su bola unidad es CS-compacta
e Si A es cerrado y convexo, entonces A es CS-cerrado

e Si A es CS.compacto, entonces A es CS-cerrado y acotado. Si X es de Banach, entonces se
verifica también el reciproco

Proposition 12.3. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y lineal y continua. Si A C X es
CS-compacto, entonces T (A) es CS-compacto.

Proposition 12.4. Sea X espacio normado y A C X CS-cerrado. Entonces A y A tienen el mismo
intertor.

Teorema de la Aplicacion Abierta,

Theorem 12.5. Sean X un espacio de Banach e Y un espacio normado. Sea T : X — Y lineal
y continua tal que T (X)) es de sequnda categoria en'Y .
Entonces T es una aplicacion sobreyectiva y abierta, siendo ademds Y un espacio de Banach.

Proof. Para ver que T es abierta y sobreyectiva basta ver que rBy C T (Bx) para cierto r > 0.
Como By es CS-compacto (12.2), entonces T (Bx) también lo es (12.3), y entonces T (Bx) es CS-
cerrado (12.2).

Como T'(X) = U, nT (Bx) es de segunda categorfa en Y, y las homotecias son homeomorfismos,

entonces T (Bx) tiene interior no vacio, que coincide con el interior de T'(Byx) (12.4).
Podemos entonecs tomar yg € Y, r > 0 tales que By (yo,7) C T (Bx).
Por la simetria de las bolas, se verifica By (—yo,7) C T (Bx), y por tanto

1 1 1 1
By (0,r) C §BY (—yo,7) + §BY (yo,7) C §T(BX) + QT (Bx) =T (Bx)

como queriamos ver.

Falta solo comprobar que Y es completo, para lo que es suficiente ver que si (yn),, CY y >, [|ynl| < 00
entonces » .y, converge.

Por las inclusiones anteriores, para cada n podemos tomar z, € By con Tx, = 3
haciendo

Yn
[l

, por lo que

r
Zn = ) ynll 2n

se da qye Tzn = Yn ¥ ||znll < 2 |lynll, por lo que 3° [|z,]| < oo y existe z = 3, z, por la completitud
de X.
Finalmente, por la continuidad de T, > y» es convergente a y = T'x. O
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Una versiéon mas particular del teorema:

Teorema de de la aplicacion abierta (enunciado alternativo del profesor Orihuela)

Theorem 12.6. Sean X,Y espacios de Banach yT : X — Y lineal y continua, entonces T' es
sobreyectiva st, y solo si, es abierta.

Definition 12.7. Una aplicacion f : My — My donde M;, Ms son espacios topologicos de
Hausdorff, se dice que tiene grafica cerrada si su grafica, graf (f) = {(¢t,f (t)) : t € M1} es
cerrada en el espacio producto My x Ms.

Teorema de la Gréafica Cerrada

Theorem 12.8. Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y lineal. Entonces T es continua
st, y solo si, T tiene grdfica cerrada.

Proof. Primero, como T es lineal, entonces graf (T') es un espacio vectorial.

Segundo, consideramos P;, P5 las proyecciones canénicas en X X Y, que son lineales y continuas en la
topologia producto.

Tercero, llamamos P; = Py\graf(T)s que es biyectiva.

[ =] Sea ((zn, Txzy)),, una sucesion en graf (T') que converge a (z,y) € X xY. Como las proyecciones
son continuas, x, = Py (xn, Txy) — P (x,y) =2y Tay = Py (xn, Tx,) — Pa(x,y) = v.

Como T es continua, Tx = lim,, Tz, = y, y entonces (z,y) = (z,Tx) € graf (T), por lo que graf (T)
es cerrado.

[ <] Por (primero) y como suponemos que graf (1) es cerrado en un espacio de Banach, entonces
también es un espacio de Banach.

Consideramos ahora la aplicacion S : X — graf (T) que lleva z — (x,Tx) y es claramente biyectiva,
con inversa P;. Como P; es lineal y continua, entonces P; también, y entonces por u 2| es abierta y S
es continua. Se tiene, pues que T = P, o S también lo es, por ser composicion de aplicaciones lineales
y continuas. OJ
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