Apuntes de Inferencia Estadistica

Jose Antonio Lorencio Abril

1 Muestreo Aleatorio Simple

1.1 Poblaciéon y muestra. Estadisticos. Distribuciéon en el muestreo.

Dada una variable aleatoria X, cada observaciéon de esta nos dard lugar a un dato y, en general,
realizadas n observaciones tendremos n datos (z1, ..., Z,,), que denominaremos muestra de X. Fijado
n (tamano de la muestra) podemos obtener distintas colecciones de observaciones. A la variable X
se le llama poblacion.

Definition 1.1. Sea X una variable aleatoria, se dice que el vector aleatorio de dimensién n,
(X1,...,Xn), es una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamano n de X si para cada
variable X; esta sigue la misma distribucion que X y las variables X; son independientes entre

si.

Dada una m.a.s. (Xi,...,X,) de una variable X con funcién de distribucion F', su funcion de dis-
tribucién conjunta viene dada por

F(z1,...,xy) = HF(m])
j=1

Si X es discreta con funcion puntual de probabilidad p (z), la funciéon puntual de probabilidad
conjunta de (X, ..., X,,) es

p(T1, .y Tp) = Hp(:nl)
j=1

Y si X es continua con funcién de desnidad f (z), la funcién de densidad conjunta

f(331,~~7«77n) = Hf(xj)

Jj=1

Definition 1.2. Sea (Xji,...,X,) una m.as. de X, llamaremos estadistico basado en
(X1, ..y Xn) a cualquier vector aleatorio k-dimensional h (X7, ..., X,), donde h : R* — RF
es una funcion medible Borel.

Como variable, una cuestion fundamental es estudiar la distribucién del estadistico. No existe una
metodologia general para obtener la distribucién del estadistico, pero en el caso en que el estadistico
se puede expresear como suma de variables aleatorias destaca el método de la funcién caracteristica.



1.1.1 Meétodo de la funcién caracteristica

Recordemos que en el caso de variables aleatorias independientes, se verifica

o5 x, (1) =] ox, ()
j=1

Y dado que la funcién caracteristica determina univocamente la funcién de distribucion, si determi-
namos ¢Zn . (t) determinamos la funcién distribucién de la suma.

1.2 Estudio de algunos estadisticos de interés

Definition 1.3. Media muestral
n
Y _ Zj:]_ X]
Proposition 1.4.
E[X] =E[X]
Var[X
Var [T = wr|e]

Proof.

£[X]=

Zn ] ZE ZE[X]:ln-E[X]:E[X]

Var m =Var

Z}%; Xj] _ % Zn:Var x = WVarlX] _ Var[X]

Lemma 1.5. Desigualdad de Tchebychev

Var[Z]

P(Z-E(2]ze) < T

, Ve >0

Lemma 1.6. Teorema Central del Limite
Sea {X,},2, una sucesion de variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas con
E[X;] = pu y Var[X;] = o? finitas, entonces

2 iy Xi —np Ny

: N(0.1)
no
Proposition 1.7.
X —, E[X]
X-EX
[ ] —d N(O 1)
Var[X]




Proof. Consideremos {Tn}n la sucesion de medias muestrales de X7, ..., X, y la distribuciéon degener-
ada E [X]. Queremos ver que Ve > 0,lim, P (| X, — E[X]| <¢) =1:

P[|X,-E[X]|<e]=1-P(| X, - E[X]]| 2¢) E[Y]iE[Xll—P(\XTL—E[my >¢) >

Desigualdad Tchebychev 1% X 1
> 1—LH:1——2Var[Xn
£

ne2
y tomando limites es

1>1lmP (|X, — E[X]| <¢) > lim (1—W> =1
n n ne

La segunda afirmacion es consecuencia del teorema central del limite, pues es

X-EBX] X Xi—EBX] _ YIX,—nE[X] Y7 Xi—nB[X] r¢r

_ - CL N (0,1
[ Var[X] [ Var(X] n | Var[X] /nVar [X] ¢ ( )

Definition 1.8. Proporcién muestral

Sea X una variable aleatoria con distribucién Bernoulli, es decir, toma los valores 0 y 1 con
probabilidades P (X =1)=py P(X =0)=1—pysea (Xi,..., X;;) una m.a.s. de X, se llama
proporciéon muestral al estadistico

Z?:l X;
n

p=

Obsérvese que 2?21 X sigue una distribucién binomial B (n, p).

.

Remark 1.9. Observar que en este caso X = p, por lo que los resultados anteriores para la media
muestral son aplicables para la proporcién muestral con los correspondientes parametros.

~ )

Proposition 1.10. Propiedades de la proporcion muestral
1. 375, Xj=np~ B(n,p)

2. E[pl=p




Definition 1.11. Funcién de distribucién empirica
Fijado = € R, se llama funcién de distribucién empirica en x al estadistico

1
j=1

donde observamos que el numerador contabiliza el ntimero de observaciones de la muestra
menores o iguales que x.

Ademés, si pensamos en el suceso A = (X <z),yp=F(z) = P(X <z) = P(A), entonces
F, (z) puede verse como la proporcion muestral de la variable aleatoria b (p).

Proposition 1.12. Propiedades
Sea z € R fijo, entonces

1. nF, (z) ~ B(n,p=F (x))
2. E[F,(z)] = F (z)

3. Var|F, (z)] = E)(1=F(z))
4. Fp(z) =p F (x)

5. 2@ F@__,, N(0,1)

[ F(x)(A=F(z))
n

Theorem 1.13. Glivenko-Cantelli
F,, converge uniformemente a F, es decir

lim P <sup\Fn (z) — F (z)| > e) =0

e z€R

para todo € > 0.

Definition 1.14. Varianza muestral

-\ 2
82 _ Z?:l (XJ - X) _ Z?:l Xj2 i (Y

n n

) 2
Cuasi-varianza muestral

—\2
@ T &%’
= = s
n—1 n—1

Proposition 1.15. Propiedades
1. E[s%] = =1var [X]

2. E[S? =Var|[X]




Proof.

1 X7 . 9 2 - 2 2
5] =5 |E2 - | < 1S p -5 [(07] - L Y- (ver (] + £[T) -
_E [XQ]_VQZ[X] _B[X]? = Var [X]‘FM_VM;[X] _M: nVar [X]n— Var [X] _ n;lvar X]

n—1

E[S?] = E [s*] = Var[X]

1.3 Distribuciéon en el muestreo en poblaciones normales. Teorema de Fisher

La distribucién x2: sean Zy, ..., Z4 con Z; ~ N (0,1), independientes entre si. Entonces

d
> 77~ x;
j=1

La distribucién ¢ de Student: sean U ~ N (0,1) y V ~ x?, independientes, entonces

— ~ iy
\%4

d
La distribucién F de Snédecor: sean U; ~ X?ll y Uy ~ X?le independientes. Entonces

Ul/dl
~ F,
UQ/dQ d17d2

Lemma 1.16. Sea X = (X X,) un vector aleatorio, con X ~ Ny, (u,V), entonces E[X;] =

1y eens
wi,Vi=1,...n y Cov(X)=V.

Lemma 1.17. Sea X = (Xi,..., X;,)un vector aleatorio, con X ~ Ny (u, V) y sean A € Myyxn, B €
Mpux1, e Y = AX + B. Entonces Y ~ Ny, (A,u —+ B,AVAT)

Theorem 1.18. Fisher
Sea (X1, ..., Xp) una m.a.s. de X ~ N (,u,aZ), entonces

S 2
L. X~N (%)

n—1 g2 2
o2 S ~ anl

do

3. X y S? son variables aleatorias independientes entre si

Proof. Hagamos las tres afirmaciones:
Y1

X];“ ~ N (0,1) que son independientes entre si. Sea Y = ; Nn (0p, 1)
Y,

1. Sean Y; =




Sea

1

1
U X
V23 s vas 0 0
1 1 1 i 0
C= Vi) 3/ii+1) Vi(i+1) Vi(i+1)
1 1 ce c.-. 1 - ’r;{il
\/(nl—l)n \/(nl—l)n \/(nl—l)n \/(n—l)n
ﬁ % “ee cee % %
Veamos que C' es ortogonal:
e Para i < n, se tiene
‘ T i i _
CoxCairy tiarn
[ ]
T 1
Cp.xCin—=1
’ n

e Para i < j <n:
i

C ¢i<i+1)¢j(y‘+1>_w(z‘+1>¢j<j+1):0

)

X C.’j .

C;

xCo, ! — ! =0
G Dy VaiG LD

Por tanto, CCT = I,, y C es ortogonal.

A partir de C, construimos el vector

Z
z=| : |=cY™nN, 0,1,

Zn,

y se tiene
X. JR—
" = vn = ov/n oyvn oY o/v/n ’
= = n

por tanto




n
=S V2 oaV EYTY - 22 = 5T0 . CTn - 72 = ZZQ Zp = Zz%xnl

:L

=" Xj—m _ 1 s Xj ) _ Xop,
j=1 no ~— o =1 n n - o

2
*“) =Z2% y*x*+sedebeaqueZ =CY =

donde * se debe a que Y; = Ja_ eY = Z:

**sedebeaqueYTY:Z Y2an —n(
Y =CTZ.
3. Notemos que X = ¢1(Z,) v S* = g2(Z1,..., Zn—1) con g1, g2 medibles Borel, y los Z; son
independientes entre si. Por tanto, g1 (Z,) v g2 (Z1, ..., Zn—1) son independientes.
O

Corollary 1.19. Consecuencias del Teorema de Fisher

X
i, Su ~tp—1

2. Sea (Xi,..,Xp,) una m.a.s. de X ~ N (pi,01) e (Y1,...,Yn,) una mas. deY ~
N (,ug,ag), con X e Y independientes, entonces

XY — (1 — po2)

2 2
ni—1 o2 no—1 @2 \ 91/mi+05/n2
(s + maptsy) el

~ tnl +no—2

S2 Ja?
X/71
3' S?,/O’% ~ ’I’Llfl,nzfl

\.

Proof. Veamos cada consecuencia:

1. Por (1) de Fisher tenemos que U = % ~ N (0,1) y por (2) que V = %52 ~ X2_; y son

independientes. Por tanto el cociente —= ~ t4, es decir

e

X—p

W _X-n :
2 S n—

=55 S

2. Se tiene que X ~ N (,ul, a%/nl) eY ~N (,ug, U%/?’Lg) y son independientes, por lo que

L o2 o2
XY~N( — 2, h 4 )
ni n2

y entonces
XY ()

2 2
JaE+ 2

nl*1 nz 1 .
Por otro lado, es p S% ~X2 1y SZ ~ an 1 (esto es, ambas son sumas cuadraticas de

N (0,1)

variables aleatorias de distribucién normal e independientes, y son independientes entre si, por
lo que su suma sigue siendo una suma de este tipo), luego
ny — 1 2 no — 1

V= 2 SX+ 2 S ~ Xni+np—2
01 03




U

por tanto — ~ tn,+n,—2 ¥ esto es lo que queriamos ver.
ni+ng—2
3. Como M5182 ~ 2 n2-1lg2 42 se tiene de forma inmediata
. o7 °X Xni—1Y o2 Y Xng—1> :

1.4 Distribucion en el muestreo de datos ordenados

Definition 1.20. Valores maximos y minimos de una muestra

Sea (X1, ..., X;,) una m.a.s. de una variable X, se llama minimo de la muestra al estadistico
X1 = min{Xy, ..., X, }

y maximo de la muestra al estadistico
Xpm = max{Xy,..., X}

Proposition 1.21. Sea (X1,..., X,) una m.a.s. de una variable X con distribucion F, la dis-
tribucion en el muestre de Xy., viene dada por

P(Xim<z)=1-(1-F(z)",VzeR

y la de X,,., viene dada por

\.

Proof.

P(Xpm <) =Pmax{Xy,. X} <2)=P(({X;<a} | =[[PX;<2)=[[F(2) =F ()"
j=1 j=1 j=1

J=1

1.5 Ejercicios
1. Sea X ~b(p) y sea (X1, X9, X3) una m.a.s. de X. Se pide:

1. Estudiar la distribucién del vector (X1, X, X3)

Se tiene que ImX = {0,1} con P[X =1]=py P[X =0]=1—p con 0 < p < 1. Buscamos su
funcién de probabilidad conjunta, para ello podemos dar la probabilidad de cada punto:

(0,0,0)

(0,0,1)

(0,1,0)

(0,1,1)

(1,0,0)

(1,1,0)

(1,1,1)

Pl(1-p)’

(1-p)°p

(1-p’p

(1-p)p?

p(1—p)°

(1,0,1)
p* (1 -p)

p*(1—p)

p3




2. Estudiar la distribucion en el muestreo del estadistico %

0 I 2
3 3 2 2 3
P|(1-p)°|3p(1—-p)°|3p°(1

2. Sea X ~ Exp(a). Sea (Xi,...,Xy) una m.a.s. de X, estudiar la distribucion en el muestreo de

S= Z?:l X

Vamos a usar el método de la funcién caracteristica:

n

o5t =TTom 0= 11 (-0 -(-%)"

J=1

que es la funciéon caracteristica de una v (a,n). Por tanto, S ~ v (a,n) y

fS (x) — - (n) xnflefoz:c
Ademas 1
E[X] :EE[S]:E:E[X]
Var [X] = %Var (S) = %

3. Sea X ~ N (,u,a2) y (Xi,...,X,) una m.a.s. de X. Estudiar la distribuciéon en el muestreo de
S = 2?21 X;.

n

¢s(t) = [ ox, &) = [ ™
Jj=1 J

i1

2 t252

:eitun— 5N

o2
2

que es la caracteristica de una N (;m, o2 )

EX] = E[S)= nu=p

- 1 1 2
Var (X) = EVGT (S) = EUZn = %

4. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

2
f (l‘, 6) = 2% exp <_J;> X(0,00) (113‘)

Obtener la distribucion en el muestreo del estadistico
n
T (X1, Xn) =) X}
j=1

Obtener su media y su varianza.
Sea Y = X2, de forma que

-
DO

fr ) = fx @) |2 0)] = fx (VD) 5 =96Xp(—‘g>><(o,oo)(\/§);;§= X000 )

B



que es la funcion de densidad de una Exp (%) Por tanto
j 1
T= ZYJ E’\]“Q Y <9,n>
J
Y entonces
E(T)=n#

Var (T) = nb?

5. Sea X ~ U (0,1). Sea (X1, X2) una m.a.s. de X. Determinar la distribucion en el muestreo de la
media muestral.

Sea S = X1+ Xs. Para obtener la funcién de densidad de S, debemos hacer el producto de convolucién
de las funciones de X7 y Xo:

') 1 1
fs<s>=/_ 0 @) Fxo (s—y)dyz/o fx @) Fx <s—y>dy=/0 fxo (s — ) dy

Y distinguimos dos casos:

e sc(0,1):
S S
fs)= [ faats—dy= [ dy=s
0 0
o s€(1,2):
1
fs(s):/ dy=1—-(s—1)=2-3s
s—1
Por tanto
s s e (0,1)
fs(s)=42—s5 s€(1,2)
0 resto
Y buscamos la distribuciéon de T = % (se tiene S = 2T, 8" = 2), que sera
4t te(0,%)
frit)=q¢@2-20)2=4—4t te(31)
0 resto

6. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad

0
f(z,0)= WX(0,00) (z)

Obtener la distribucion en el muestreo del estadistico

S0 log (14 X;)

T(X1,...,Xn) = -

Obtener su media y su varianza.

Primero observamos que log (1 + ) : (0, 00) oy (0,00), y definimos Y = log (1 4+ X), de forma que
X =¢¥Y —1y X' =eY. Entonces

Fr @) = fx (@) |2 )] = ey(ie)xw,m) ()=

ey

10



que es la funcion de densidad de una Exp (6).
Ahora usamos el método de la funcién caracteristica a S = >0, ¥j:

b5 (1) =jf[1¢xj o-(1-5)"

que es la caracteristica de una «y (6, n).
Por dltimo, tenemos T = %, yes S=ntyS =n. Luego
n

(nt)n—l e—entn _ (an)n tn—le—(en)t

fr(t) = fs(nt)n =

I'(n) I'(n)
que es la densidad de una v (0n.n).
Es decir, T ~ v (On,n) y
n 1
E(T) =" ="
(T) ng 40
Var(T)= " = L
T e T e

7. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

f(z,0) =exp(—(x—0))-exp(—exp(—(z —0)))
Obtener la distribucion en el muestreo del estadistico

" exp(—X;
T(Xl,...,Xn):ZJ—l p(=Xy)

n

Obtener su media y su varianza.
Sea Y = exp (—X), entonces X = —log (Y) y X' = —3. Ademés R 2P (0, 00). Entonces es
1 lo +9 _elogy+91 0 — 69]‘ 0 — 69
i () = fx (~log (y) | = B0 L= el = ol
que es la densidad de una Ezp (6‘9).
Ahora hacemos S = ) y Y; y aplicamos el método de la funcion caracteristica, que por el ejercicio 2
nos da que es S ~ v (eg,n).
Por dltimo, tenemos T = %, luego, como en el ejercicio 6, sale T' ~ (een, n)

n 1
B =16~

n 1

Var (T) = —— = ——
a?“( ) (nee)z ne20

8. Sea (X1,...,X,) una m.a.s. de X ~ N (,u,, 02). Sean X y S? su media y cuasivarianza muestrales,
respectivamente. Sea X, ;1 una nueva observaciéon de X independiente de (X7, ..., X,). Obtener la
distribucién en el muestreo del estadistico

A)(n—i-l_y n
S n+1

Tenemos que X, 41 ~ N (,u, 02) X ~N (u, %2) y son independientes entre si.

11



Por tanto

_ 1
Xpp1 — X ~ N (0,02"+ )

n
por lo que o
Xp+1— X
Sl -2 O N(0,1)
+1
AV
Por otro lado, ”U—}lS 2~ x2_,. Y entonces
Xni1—X
W X -X e
M=Tg 1 1 "
% Sm S n +

9. Sean (Xi,..,X,,) e (Yi,..,Yy,) m.as.’s independientes de dos poblaciones X ~ N (u1,
Y~N (u, 02), respectivamente. Obtener la distribucién en el muestreo del estadistico

a (X —m)+B(Y —p2)

\/(nl 1)52+(na—1)S2 ag 52
ni+ng—2 +

con «, B € R.
Se tiene

2 2 2 2
X~N<M1,U> e X—MNN(O,U) — Cv(X—/L)NN((),aU)
ni ni niy

De igual forma

B(Y = o) ~N(0, 52”2>

n2
Entonces, como X e Y son independientes, es
- o o2 2
a(X =) +B (Y —p2) ~N <0702 <+/8>)
ni no

Por otro lado 1
2 2
S7 ~ Xnq—1

2 2
S ™~ Xngy—1
y como son independientes, es

nl_]. 2 TLQ—]. 2 1
2

751 + 752 =7 ((n1—1) St +(ny—1) S%) ~ Xi1+n2—2

Y entonces - o
o X—p1)+B(Y —p2)
o242
~ —2
1 /(ni=1)Si+(n2—1)S3 e
o ni+ng—2

12
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2 Estimaciéon Paramétrica Puntual. Cotas para la Varianza de un
Estimador

2.1 Introduccion

Un fenémeno aleatorio, como variable aleatoria, tendra una funcién de distribuciéon F', que dependera de
unos ciertos parametros, que asumiremos desconocidos y que toman valores dentro de un determinado
espacio. Esto se denota X ~ F' (x,0), donde la forma funcional de esta distribucion sera conocida,
pero sus parametros no.

Lo que buscamos es, a través de una m.a.s. de esta variable aleatoria, obtener informacion acerca del
parametro. La estimaciéon puntual lo que hace, en general, es obtener un estadistico que, al tomar
un valor concreto para una muestra, nos dé un valor lo mas aproximado posible a #. Llamaremos
estimador a un estadistico utilizado para estimar un parametro.

2.2 Estimador Insesgado de Minima Varianza (EIMV). Cota de Cramer-Rao

Dado un estadistico T' = T (X}, ..., X;,), podriamos considerar la diferencia entre este estadistico y
el pardmetro 6, T — 0. Esta diferencia seré aleatoria y una forma de medir la variabilidad de esa
aleatoriedad es a través de la expresiéon

E [(T - 9)2}

Lo interesante seria encontrar un estimador que hiciese esta expresiéon lo mas pequena posible, puesto
que eso nos indicaria que el promedio de las diferencias entre T'y 6 es muy pequenio y por lo tanto los
valores que toma el estadistico T para las distintas muestras se encuentran muy proéximos al paradmetro
6.

E [(T - 9)2] = Var [T] + (E[T] - 0)?

pues

E[(T—H)Q} :E[(T—E[T]—FE[T]—G)Q} —
=k [(T— E[T])Q} +2E((T—E[T))(E[T]-0)]+E [(E 7] - 9)2] =

L Var[T)+ (E[T] - 0)?

Donde * se debe aque Var [T] = E [(T - F [T})ﬂ , (E'[T] — 0) es una constante, y E [(T — E'[T]) (E[T] — 0)]

(BT =0)E[T - E[T] = (E[T] - 0)(E[T] - E[T]) = 0.

Definition 2.1. Un estadistico 7 es un estimador insesgado (EI) del parametro 6 si
E[T]=6.

Si E[T]=60+b(0), b(0) se denomina sesgo del estimador.

T es un estimador insesgado de minima varianza (EIMV) del parametro 0 si T es EI
de 0 y Var [T] < Var|T'] para todo T" EI de .

Definition 2.2. Sea (X1, ..., X,) una m.a.s. de la variable aleatoria X. Llamaremos funcion
de verosimilitud a la funcion de densidad (o puntual de probabilidad) conjunta de (X7, ..., X,,),
es decir, a

L(x1,...,zn,0) =[] £ (25,0
j=1

donde f (x,0) es la funcion de densidad (o puntual de probabilidad) de X.

13



Theorem 2.3. Cota de Cramer-Rao X X
Sea X ~ F(2,0),0 € © C R* (Xy,...,X,,) una m.a.s. de X y 0 un estadistico con E [9] =

0+b(0).

Supongamos que se verifica:

i) El conjunto ¥ = Sop (X1, ..., Xy) = {(x1,...,x,) € R"|L (21, ...,2,,0) > 0} no depende de
6.

i) Eaczste o pam todo 6 y para todo (z1,...,x,) € ¥
ii1) Tanto

E |:0Ai| = 9+b / / 0 fL‘l,..., (1‘1,.. ,:L‘n,g) dry...dz,

// L(xq,...,xyn,0)dx;...dx,
v

son derivables bajo el signo integral respecto de 6.

v ((‘31 L>2
]

es finita y estrictamente positiva, para todo 6.

como

E

Entonces se verifica

Var <é) > <6]?;gé)>2

B |(%5)°]

Cota de Cramer — Rao

alnL

La idea de la prueba es calcular el coeficiente de corelacién entre 6 y y si tenemos

2

entonces se dara

X é’ dln L
Var [0} > M

Proof. Vamos a calcular todas las cosas mencionadas en la idea:

a) Como [ ... [, L(x,0)dx =1 donde & = (21, ..., x,), entonces

/ /89 :I:Hdac—/ /[lane)] (m,&)dw:E[aaglnL(mﬁ)]

k23 i
donde * se debe a que g 9 InL(x,0) %) BGL(LSZ)Q) (1).

14



b) Por otro lado
2E [9] W11y (0) )/ / —L (,0) do ¥

//9 [lnL(mO)] (w,&)dm:E[é-gglnL(m,O)}

¢) Y ahora calculamos el coeficiente de correlacion:

cov [é, agé,L] E [é . % InL (:13,0)] - F [é} E [% InL (x,0)]

P4, 2 m L(x,0) —

\/Var [é] Var [83;‘91‘] \/Var [é (E [(%IHL (213,9))2] —(E [% InL (a:,@)])2>

O
Remark 2.4. Para el desarrollo anterior, no es necesaria la independencia de las variables X;, aunque
trabajaremos con m.a.s. y por tanto seran independientes.
Remark 2.5. Segin la notacion del resultado, la variable manejada es continua, pero el resultado sirve

también cambiando la integracién por sumatorios en el caso discreto.

Corollary 2.6. En las condiciones del teorema de Cramer-Rao, si 6 es un estimador insesgado de 6,

entonces se tiene que
1

E|(4WL(x0)’]

Remark 2.7. El resultado anterior es cierto si tenemos un estimador insesgado, con varianza finita, que
verifica la propiedad de que su esperanza es derivable bajo el signo de la integral.

Var [é] >

Remark 2.8. Criterio para estudiar si un estimador es E.I.M.V. de un parametro
1. Vemos que sea insesgado

2. Comprobamos que estamos en las condiciones del teorema de la cota de Cramer-Rao, las condi-
ciones 1), i), 1), 1v) se denominan condiciones de regularidad de Cramer-Rao

3. Calculamos la cota de Cramer-Rao y la varianza del estimador

4. Si esos dos valores coinciden, entonces el estimador serd E.I.M.V

Definition 2.9. Se denomina cantidad de informacién de Fisher a

(3 mse0)]

I,(0)=E
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Remark 2.10. Entonces la cota de Cramer-Rao se puede escribir como

Var [é] > W

1, (0)

Proposition 2.11. Bajo las condiciones de reqularidad de Cramer-Rao, dada (X1, ..., X,) una
m.a.s. de X se tiene que la cantidad de informacion de Fisher se puede escribir como

<§9 In f (z, 9))2]

siendo f (z,0) la funcion de densidad o funcion puntual de probabilidad de X .

I, (0) =nE

Proof. Primero, notamos que

L (z, f[ f(z;,0) = InL(x,0) = Zlnfazj,

Jj=1
y por tanto
0
%lnL x,0) zz: Inf(z;,6
Y entonces
2
" = 89 ]7 = ]7 Zij Z’ 80 VR

n
X, X indep Vi#j Z
= E
j_

0
((%lnf xj,0 )

Y aqui tenemos que % In f (x}, ) presenta la misma distribuciéon que 60 In f (z,0), luego E [(% In f (x, 9))2} =

E [(%lnf(x,ﬁ))q Vi=1,...,n.
Por otro lado, por a) de la demostracion de la cota de Cramer-Rao se tiene que E [% In f (x, 9)] =
0,Vj =1,...,n, por lo que los sumandos de la derecha son todos nulos.

Entonces ) )
ZE < 1nfx9)) (;elnf(x0)>]

+§E[ In f (x, )}-E[aaelnf(:cj, )}

=nk
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Proposition 2.12. Bajo las condiciones de regularidad de Cramer-Rao, si se verifica que
0
— InL(x,0
E |g5in )

es derivable bajo el signo integral respecto de 0, entonces

2 2

I, (6) = E[a

gz n L (x, 9)} = —nE [ 0

I/ (@, e)}

siendo f (z,0) la funcion de densidad o funcion puntual de probabilidad de X .

Proof. Viendo la demostracion de la cota de Cramer-Rao, por a) tenemos que E [% InL (x, 9)] =

Por tanto: 5 5
0= %E[%lane] / /8«9 <lnL 9)'L(az,9)>dw:

/ /[8021an9) L (z,0) + ;alnL(x 6) - aae (w,g)} e —

—E[aatenLa:H] / /(lnLzc9))2-L(w,0)da::E[;;InL(w,G)}+In(0)

donde el segundo sumando sale de que 7 9 InL(x,0)= "’%(;a;)e ).
Por tanto
82
I, (0) = [892 InL (x, 9)}

Para ver la otra forma:

i [ [892 (ﬁ )

n 82 n 82
;wlnf(xj, ] ZE[wlnf j, )} ::ZE[wlnf(m,Q)]:

2

:—nE[a

g f (. 9)}

Definition 2.13. Dado un estadistico é, se dice que es eficiente-c (ef-c) para el parametro
0 si su varianza alcanza la cota de Cramer-Rao.

\.

Remark 2.14. Una consecuencia inmediata es que todo estimador insesgado eficiente-c es un EIMV.

Proposition 2.15. Bajo las condiciones de regularidad de Cramer-Rao y dado un estadistico
0, se tiene que 0 es ef-c para 0 si, y solo si,

L(z,0) :exp{A(e)é+B(e) —|—h(a:)}

para todo x € V. Donde A, B son funciones solo de 0, y h es funcidn solo de la muestra.
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Proof. Suponamos que X ~ F'(x,0) y que (Xq,..., X,,) es una m.a.s. de X, y sea § =6 (X).

Entonces
dem Cramer—Rao 9

P62 L) ~ T

Var {HA] alcanza la cota de Cramer-Rao

Esto sucede, por la definicién de pg(,y (si es 1, la relacion entre X e Y es lineal: Y = aX +0), si, y
solo si, fijado 8 € ©® C R es

9 .
%lnL (,0) =a(0)0+b(0) cs.

Y esto se da si, y solo si,
1nL(m,9)—/[a<e)é+b 9—9/ d6+/ (6) df =
=0[A0)+h1 ()] +BO)+hy(x)=A0)0+BO)+h(x), Ve e ¥

O sea

L(a:,@):exp{A(9)9+B(9)+h(a))}, Yz € U

2.3 Estimadores de maxima verosimilitud

Definition 2.16. Sea X ~ F (z,0),0 € © C R* y sea (X1,...,X,,) una m.a.s. de X. Dado
(1, ..., p) € W, llamaremos estimaciéon de maxima verosimilitud de 6 al valor 6 que
maximiza la funciéon de verosimilitud.

Remark 2.17. La definicién anterior nos permite definir una funciéon
6: ¥ —» ©
x — 0(x)

donde x = (z1, ..., zy), con la propiedad de que L (:1:, 0 (:1:)) = supgee L (z,0).

Definition 2.18. A tal § (X) lo llamaremos estimador de maxima verosimilitud (E.M.V).

Theorem 2.19. de Zehna
Sea X ~ F (2,0) con0 € © CRF. Seah:0 — A CRP, conp<k.

Si 0 es E.M.V de 6, entonces h (é) es E.M.V de h(0).

.

Proof. Sea A\ € A y calculemos su funcién de verosimilitud.
Tenemos L (x,0) y buscamos M (x, \), donde M (x, \) es la funcion de verosimilitud inducida por h.
A tiene como preimagenes a ©y = {6 € ©|h () = \}. Por tanto

M (x, ) =sup L (x,0)
0cO

Sea ahora x € ¥ y 0 la EMV de 0. Sea A =h (é) € A. Entonces

M (x,ﬁ) = sup L(x,0)=1L (:c,é) <sup M (x,\) = sup { sup L(w,H)} =supL (x,0) =1L (ac,é)
€05 AEA AEA | OO, 0cO

por tanto, la desidualdad es, en realidad, una igualdad, y M (az, 5\) = supyep M (z, \), de donde \ es
EMV de A. O

18



2.4 Problemas

1. Sea X ~b(p) y (Xi,...,Xp) una m.a.s. de X.

a) Estudiar las condiciones de regularidad de Cramer-Rao para el estadistico p =)
b) Obtener la cantidad de informaciéon de Fisher

c) Estudiar si el estadistico p es EIMV de p

a) Veamos las 4 condiciones:

i) ¥ ={x € R|z; €{0,1},Vi =1,...,n} no depende de p.

La funciéon de verosimilitud de (X7, ..., Xp):

no X
j=1 n

n

L(zp)=P(X=a)=][P(X;=2))=][[p™ (1 -p)' ™ =p== (1 —p)" =%
J=1 j=1

ii) Trivialmente, EI(%L (x,p),Yx € ¥, pues es una funcion polindémica en p

iii) Para E[p] = > cy anj p2i (1 — p)" 2% se verifica que la derivada es la suma de las derivadas,

pues es una suma finita (card (¥) = 2").

Para 1 =3, ¢ p>% (1 - p)" 2% igual.

iv) y b)

Calculamos la cantidad de informacion de Fisher: I, (0) = nE [(% In f (x, 9))2}

o P(z,p)=p"(1-p) "

. a%lnP(:n,p) = (%ln (px(l—p -
op (-1 (1—p) =L+ = Lpty P s b

8
N—
|
bS]
8
-
=
e
|
8
i
i
—
—~
—_
|
=
~
—
8
8
+
3
8
—~
—_
|
=
~
8
—
8
|
—_
~—
I

2 2 2
o] —2
+ (FP@n) =S

o I [(a‘llnP(w,p))Z] = m [E [$2] — 2pFE [z] —l—pﬂ — p=2p7Hp” _

Luego
n

In(9):m

que es finito.
Asi, verifica las condiciones de Cramer-Rao, y la cota es

1—
Var (p) > 20L=P)
n
Otra forma de calcular la cantidad de informacién de Fisher: I, () = —nFE [59—022 In f (x, 0)]
il _ —p(=p)—(=p)(1=p=p) _ —P+P’*=(2=2p0—p+2%) _ _wiope—p?
* o InP(@p) = p2(1-p)° N p2(1-p)*  pP(1-p)?
9% _ 1 _ _ 2] — 1 _ 2 _,2] _ _PP-p_ _
AP InP(xz,p)| = TR [—E [z] + 2pE [z] — p?] = TR [—p+2p* —p?| = Ay =

—p(l—p) _ -1
pQ(l—p)2 ~ p(1-p)

* L(p) = 505

c) Como Var[p] = p(lfp), entonces p es EIMV de p.

n

2. X ~b(p)y (Xi,...,X,) ma.s. de X. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de p.
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Remark 2.20. Muchas veces es mas sencillo hallar el maximo de In L que de L, pues como L es un
producto de funciones de densidad, entonces [nL es una suma y es probable que se simplifiquen los
calculos. Como el logaritmo es mondtono, mantendré los maximos.

n n

L(z)=]]f(p) =]]p7 0 —p)' =p=2 (1 p) >

1

1
InL (x) :Z:Ujlnp—i— (n—ZazJ)ln(l—p)

0 Yz n—>Y x
—InL(x) = ] _ J
dp (@) p 1—p

Dara 0, si, y solo si

(1—p)zxj—<n—2xj)p:0 — pzzxj

n
Para ver que es un maximo local:
82 Z T n — Z T ambos términos negativos

—InL =
op? nl(z) p? (1—p)? <

Por tanto es un maximo local, y mas ain, como se da para todo p, entonces la funcién es convexa y
solo tiene un maximo absoluto.

3. X ~Ezp(\) y (Xy,...,Xp) mas. de X. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de A.
L(x)= H)\e*)‘xf = Al AL

InL(x) :nln)\—)\ij

0 n

n

2T

0? n

es coOncava de nuevo y el maximo es absoluto.

4. X ~P(\) y (X1,...,X,) m.as. de X. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de A.

P 6—/\n)\z xj

InL(x) = —/\n—{—ij In\ — Zlnajj!

0 gac §x
—InI — =) _ = &3
)\n () n —+ h\ 0 < A\ -

0? >
WIDL(%) = — AQ

esta también es concava y el méximo es absoluto.

<0

5. X ~ N (,u,crz) y (X1,...,X,) ma.s. de X. Obtener el estimador de méxima verosimilitud de
2
(1, 0?).
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-
st v N

InL(x)= —M - g (In27 + Ino?)

202
ilnL(x):W:O — ij—n,uzo — M:anj
A R DI EY R D ML/ O
f;lnuw):—;@

Es decir, es concava respecto de pu. Por tanto, de alcanzar un valor maximo, se debe alcanzar en la
recta pu = L.

0 > (zj — p)?
@lnL(m):—T+ﬁ<0<:>—22 24 no? <0

— —2Z(x?—2xj,u+,u2)+n02<0 = —22m?+4u2xj—2nu2+n02<0

Y particularizando a la recta mencionada

—22.%? +%—%+n02 <0 < no’< 221‘?

Y particularizamos al valor obtenido para o

Z <22x <:>Z 2,Lwc]+/z <22x <:>Z 2ux]+p Z:UJQ
_22 Z ]+ <Z 3 (Zsj)Q <Zx?

y esto se verifica. Por tanto, hay un méximo relatlvo en el punto obtenido. Ahora bien

lim L(z) =0
020
lim L (z) =0
02—00

y entonces el maximo debe ser absoluto.

6. Sea X v.a. con funcién de densidad
2z x?
f(z,0)= 0 exp <—0> X(0,00) (z)
Sea (X1, ..., Xp) m.a.s. de X. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de 6.

Hz%exp< 2>X<0oo)( v = 2”1_[1'] ( >X(0w><H$J)

>
lnL(x)znan—l—Zlnxj— 7 —nlnd
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0 2] 2]

_ _n_ 2 _ 0 = =
s nl(@) =51 -5 =0 = d i -nf=0 < 0 -
0?2 2217? n
g M@ ==ty
Particularizando
B 22515? n n _ on3 n n3 _ n3 <0

BN N )

Por tanto es un méximo relativo.

Ademas

lim L =0

6—0

lim L =0

0—o0
y por tanto el maximo es absoluto.
7. Sea X v.a. con funcién de densidad

0
f(z,0) = WX(0,00) (z)

Sea (X7i,..., X,) m.a.s. de X. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de 6.

0 0"
L(z)=]] (14 2700 (z5) = T a7 X0 (H xj)

InL(x)=nlnf—(1+6)> In(l+az;)

0 n n
%IHL(w)—E—Zln(l—i-xj)—O — 9_—21n(1+xj)
02 n

y es concava, por lo que es efectivamente un maximo absoluto.

8 X ~U(ab5)y (X1,...,Xn) mas. de X. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de a.
Estudiar su distribucion en el muestreo.

L (@) = [] 5= () = = gmXcaeain (@)

Y el EMV de a es a = Xq.,.
Baésicamente, lo que hacemos es decir: los z; estan entre a y 5 si, y solo si, a < min (z;).
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3 Estimadores basados en estadisticos suficientes

3.1 Estadisticos suficientes. Teorema de Factorizacion

Definition 3.1. Sea X ~ F (z,0),0 € © C R. Sea (Xi,...,X;,) m.a.s. de X, el estadistico
T =T (X1,...,Xy) es suficiente para el parametro 0, si la distribucion de (X3, ..., X,,)
m.a.s. de X condicionada a que T (X1, ..., X;;) =t no depende de 6.

Es decir, si la distribuciéon de

(X1 oo, Xn| T (X1, ooy X)) = 1)

no depende de 6, para cualquier valor de t € Sop (7).

Theorem 3.2. Teorema de Factorizacion

Sea X ~ F(z,0),0 € © C R. Sea (Xi1,....,X,) m.a.s. de X, entonces el estadistico
T = T(X1,....,X,) es un estadistico suficiente para el pardmetro 0 si, y solo si, la funcion
de verosimilitud es de la forma

L(z,0) =g(T (x),0)-1(z)

\.

Proof. Lo hacemos para el caso discreto

[ ]
P(X=zT(X)=t) 0 T(X)#t
PXi=x1,.. Xpn=x,/T(X)=1¢) = = .
= TR=0=" 0@ = A T -
P(T(X)=t)= Y  PX=Y)= g, 0)1(Y) =
Yeu,T(Y)=t Yev,T(Y)=t
Y por tanto
PX = a7 (X) = 1) {0 T(X)#t {o T(X)#t
=z =)= 9(t,0)-U(x) = I(z) _
9t0) Xy ew rv)= HY) T (X) =1 vew,7(v)=t (Y) T (X) =1

y la distribucion de (X1, ..., X,,|T (X1, ..., X5) = t) no depende de 6, por lo que T es suficiente para 6.
[=]

PX =2l (X)=T@) = "5 % = 7 @) = P(T(X)=T(z)
_ L(x,0)
- P(T(X) =T ()
Luego

L(z,0) = P(T(X)=T(z)) P(X =2[T(X) =T (z))

donde g(T'(x),0) = P(T'(X)=T(x)) yl(x) = P(X =«|T (X) =T (x)) no depende de 6 porque
T es suficiente para 6. O

Definition 3.3. Sea T un estadistico con soporte St y sea ¢ : S — R una funcién inyectiva.
Entonces el estadistico T" = ¢ (T') se dice que esta basado en T.
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Proposition 3.4. Sea X ~ F(x,0),0 € © C R y sea T' un estadistico basado en T, que es
suficiente para 0, entonces T' es suficiente para 0.

3.2 [Estadisticos suficientes y EIMV. Teorema de Rao-Blackwell

Repaso de esperanzas condicionadas
Sea (X,Y’) una variable aleatoria bidimensional. Se define

h(y) = E[X|Y =y], y € Sop(Y)

Si h es medible Borel podemos considerar E [h (Y)] = E[E [X]|Y]], en el caso de que exista.
Propiedades:

1. Eh(Y)] = E[X] si F[X] existe
2. Si existe E [XQ] entonces
Var [ X]=Var[h(Y)]+ E[l(Y)]

donde I (y) = Var [X|Y = y].

Theorem 3.5. Rao-Blackwell
Sea X ~ F (z,0),0 € © CR. Sea (X1,...,Xn) m.a.s. de X yT =T (Xu,...,Xn) un estadistico
suficiente para el pardmetro 0 y sea 6 un estimador insesgado de 0.

Consideremos el estadistico = E [é|T}, entonces se verifica:

1. 0 no depende de 0 y es funcion de T

2. 0 es estimador insesgado de 0

3. Var (5) <Var (9) y la desigualdad es estricta si 0 no es funcion de T

Proof. Veamos cada afirmacion:

1. 6 es funcién de T trivialmente. Por otro lado, como T es suficiente, entonces la distribucién de
<é|T = t) no depende de 6, por lo que su esperanza tampoco depende de 6.
~ A Propiedad 1 A ~ . .
E [0} =F [E [G\TH = E {9} =0 = 0 es estimador insesgado de 0
3. Se tiene, por la propiedad 2, que
Var [é} =Var [é} + E[l(T)]
conl(t)=Var [é\T = t} >0, Vt € Sop(T).

Por tanto [ (T') > 0 c.s. y por tanto E [l (T')] > 0 y entonces

Var [9} < Var [é]
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Vamos ahora a ver que si Var [é} = Var [é} entonces 6 es funcion de T. Este igualdad se da
si, y solo si, E[I(T)] = 0, por lo que [ (T) = 0 c.s. y entonces [ (t) = 0,Vt € Sop(T). Como
[(t)=Var (é\T = t) = 0, por lo tanto (9|T = t) es degenerada en un unico punto, que es

E0IT =t]=h(t), cs.

O sea, si t € Sop(T),3A; C QVw € A, (é (w) |T :t) = h(t)y P(AS) = 0. Asi, T'(w) =t
al ser un suceso en el espacio muestral condicionado por el suceso {T' = t}. Podemos entonces
escribir que Yw € Ay, (é (w)|T = t) = h(T (w)) =6 (w).

Vamos a ver que 6 = h (T), c.s.

Consideremos A = (¢ g,p(r) At v tomemos w € A. Entonces 3t € Sop (T) |w € Ay = 0 (w) =
h (T (w)).
Ahora bien

*

0<P(A°)<P(A})=0 = 0= P (49
Y entonces 6 = h (T).

% Mo es trivial, vamos a verlo en el caso discreto: Consideremos A} = A, N{T =t} y A =
ASN{T =t} donde

PAN{T=t})  P(A)

PAT=0=—F70 5~ ~pao=p
c Pagnir—t _ P(4) y
PUAIT =1 = —Fm—p :P(T:t):0:>P<At):0

Sea Qr = {w|T (w) € Sop (T)}, entonces P (£25) = 0 porque los sucesos que no forman parte del
sopore de la variable tienen probabilidad nula.

Como estamos en el caso discreto, Sop (T) = {t1, .., tn, ...} y podemos tomar T; = {w € Q|T (w) = t;},
de forma que

o= |J n= U (A;Z_UA?) = U aluv|l U 4
t;€Sop(T) t;€Sop(T) t;€Sop(T) t;€Sop(T)
y finalmente tenemos que 1 = P (Qr) = P (A) + P(A)) y P(A) = 3, copir) P (Afl) =0, por
loque P(A)=1
Ul

Remark 3.6. Si existe un estadistico suficiente T' y un estadistico 6 EIMV del parametro 6, entonces 0
debe ser funcion de T, pues de lo contrario, por el teorema de Rao-Blackwell, podriamos construir un
estimador insesgado con varianza menor que la de 6, lo cual seria una contradiccion.

3.3 [Estadisticos suficientes, completos e insesgados de minima varianza. Teorema
de Lehmann-Scheffé

Definition 3.7. X ~ Fp,0 € © C R. Sea (Xj,...,X,) m.a.s. de X. El estadistico T' =
T (X1,...,X,) es completo para el parametro 6 si para cualquier transformaciéon medible
Borel tal que E [g (T')] = 0 entonces se tiene que g (1) =0, c.s.
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Theorem 3.8. X ~ Fyp,0 € © C R. Sea (Xi,...,X,) m.a.s. de X, donde X pertenece a la
familia exponencial uniparamétrica:

L(x,0) = exp{A(0)T (z) + B (6) + h ()}

y sea A =A(0O).

Si A contiene un intervalo abierto, entonces T es completo.

Remark 3.9. En tal caso, el estadistico también sera suficiente. Aplicando el teorema de Factorizacion
con

g(T'(x),0) = exp{A ()T (z) + B(0)}
I () = exp{h(z)}

Theorem 3.10. Lehmann-Scheffé

X ~Fp,0 € ®CR. Sea (X1,...,X,) ma.s. de X yT =T (Xy,..., X;) un estadistico suficiente
y completo para 6.

Si existe un estimador insesgado de 0 funcion de T, entonces es el estimador insesgado de
minima varianza de 6.

Proof. ;Var <é> <Var (é) V0, E.I. de 6?7
e Sean él,ég estimadores insesgados de 6 tales que 0, = Iy (Y) ,ég = hy(T) y consideremos

01 — 0 y h = hy — hs, entonces E [h(T)] = F [él - é2:| = 0, pero T es completo, por lo que

0, — 0y = h (T') =0, c.s. y entonces 0, = 92, c.s. Asi, 0 es el tnico estimador insesgado que es
funcién de T'.

e Sea ahora # un estimador insesgado de 6 que no es funcién de T, por el teorema de Rao-Blackwell

construimos § = E {5 T } donde E [?] =0y Var [ﬂ o s ﬂ?dén o ar [9}

Como 0 es E.I. funcién de T, entonces por lo visto antes es § = 0.

Por tanto, 6 es EIMV. O

3.4 Ejercicios

1. X ~b(p)y (X1,..., X)) mas. de X.
a) Estudiar si 7= )" ; X; es suficiente para p mediante la definicion
Tenemos que ver que P (X = x|T (X) = t) es independiente de p, para todo t € Sop (T') = {0, ...,n}

P (X =z|T (X) =t) = P (Obtener una ordenacion concreta entre las que tienen t apariciones favorables) =

que no depende de t. Por tanto, T" es suficiente.
b) Estudiar la suficiencia de T' mediante el teorema de factorizacion

L(z)=p>=% (1-p)" =% =pT (1 —p)" " =exp{Tlogp+ (n—T)log (1 - p)} =

— exp {T <log lfp> +n10g(1—p)}
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Por lo que tomando g (T (x),p) = p (1 —p)T y [ (x) = 1 y aplicando el teorema de Factorizacion,
tenemos que T es suficiente para p.

c) Estudiar si T' es completo para p

Tomando A (p) = log ﬁ, B (p) = nlog (1 —p),h(x) =0, tenemos que pertenece a la familia expo-
nencial uniparamétrica. Ademas

lim A (p) = —o0 lim A (p) = ¢

p—0 p—1

por lo que

A(0) =A((0,1) =R

por lo que contiene un intervalo y 1" es completo para p.
d) Obtener a partir de 7' un EIMV para p
Como E[T] = np, entonces p = % es ElI de p, y por ser T suficiente y completo, y p funcion de T,

entonces el teorema de Lehmann-Scheffé asegura que p es EIMV de p.

2. X ~P(\)y (Xy1,...,.X,) mas. de X

a) Estudiar si T'= )" ;| X; es suficiente para A
b) Estudiar si T' es completo para A

c) Obtener a partir de 7' un EIMV para A

e~ AN\ T

L(x)= ol :exp{log)vZa:i—)\n—log (Ha:ﬂ)}

a) Tomando g (T (x),)\) = e 2A\2% y [ (x) = ﬁ y aplicando el teorema de factorizacion, tenemos
que T es suficiente para . !

b) Tomando A (A\) =log A, T (x) = > z;, B(A) =—An, h(x) = —log(]]z;!), tenemos que pertenece
a la familia exponencial uniparamétrica. Ademés

A(©) =log (R*) =R

por lo que contiene un intervalo abierto, y entonces T es completo para A.
c) Como F [T] = n), entonces X = % es estimador insesgado para A, y por ser 1" suficiente y completo,

y X funcién de T , entonces el teorema de Lehmann-Scheffé asegura que X es EIMV de .

3. X ~ FEaxp (%) y (X1,...,X;,) mas. de X
a) Estudiar si 7= ) ; X; es suficiente para 0

1 1
L(a;) = Héefél“j — 7ne*%sz = exp{—gij —nlog@}

Tomando ¢ (T, 60) = g~me=aT y [ (x) =1, por el teorema de Factorizacion, T es suficiente para 6

b) Estudiar si T" es completo para 6

Tomando A () = —%, B (0) = —nlog(6), h(x) = 0, vemos que pertenece a la familia exponencial
uniparamétrica. Ademés

A©)= ARY) =R~

que contiene un intervalo abierto, y entonces T' es completo para 6.
c) Obtener a partir de T'un EIMV para 6
Puesto que E (T') = nf, entonces 6 = % es EI de 0, y por ser T suficiente y completo, y 6 funciéon de

T, entonces el teorema de Lehmann-Scheffé asegura que 0 es EIMV de \.
d) Obtener la cantidad de informacion de Fisher para 6
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=nk

(5 (Grows))

=nE [(—;log9+ ;)2] =

$2 n — 10 2 n — 10 2
=nE [94(1—10g0)2] :(IQME (:L‘2):(19ig9>[Var(x)+E(m)2} =

n (1 —log 0)? 2n (1 — log §)?

_n( 94g)[292]: (102g)

4. X ~ N (,u,a2), o2 conocido y (X1, ..., X,,) m.a.s. de X
a) Estudiar si T'= )" ;| X; es suficiente para u

L(w)zlexp{_Z(wj—u)Q}: 1 eXp{Z(xgwxjw?) )

(2wo2)" 202 V(2ro2)" 202
1 fo " nu? n nu? ﬂU? n 9
- Wexp{_ 202 }e"p{a?z‘”j‘w =P { 3D %~ 553~ g8 ~ 3108 (270%)
2
Tomando g (T, ) = exp {% > — %"‘j} , UL(x) = ﬁ exp {—22:;;3} y aplicando el teorema de
Yi¥ea

Factorizacion, tenemos que 1" es suficiente para pu.
b) Estudiar si T es completo para p

Tomando A (u) = 45, B (1) = e (x) =

T 902>
exponencial uniparamétrica. Ademés

2
2T
202

— 5 log (27r02), tenemos que pertenece a la familia

que contiene un intervalo, por lo que T' es completo para pu.

c) Obtener a partir de 7' un EIMV para p

Como FE (T) = npu, entonces fi = % es EI de u, y como T es suficiente y completo, y i funcion de T,
el teorema de Lehmann-Scheffé asegura que es EIMV de p.

d) Obtener la cantidad de informacion de Fisher para p

o (px p? 2 9 2 x i\ 2
=nk <8,u <02 —202—202—710g(2770 >)> - E|:(O'2_O'2) } -
n n no? n
P [ gt ] = 2 (B () - 20 4?) = 2 (Var () + B - ) = =

Sea (X1, ..., Xp) m.a.s. de X.
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a) Estudiar si 7= """ | X? es suficiente para 6

L (-’B) = 291;[] exp <—Z:9J> = exp (— z@ J )

2
Tomando ¢ (T,60) = 92 exp ( Z;J > , L(x) = 2" ] x;, por el teorema de factorizacion tenemos que T

es suficiente para 6.

b) Estudiar si T" es completo para 6

Tomando A (0) = —3, B (0) = —nlog6, h(z) = nlog2+ Y logz;, vemos que pertenece a la familia
exponencial uniparamétrica. Ademés

A©)=A(RY) =R

que contiene un intervalo, por lo que 1" es completo para 6.
c) Obtener a partir de 7' un EIMV para 6
Como E (T) =Y E (2?) = nE (2?),

°°2x 22 2=t 1 [
2\ - — = — ) e
E(x)—/o 2 0/ e~ Gda; [Qxdxzdt__e/o te”odt

t
—l e —© 0 I = e
_ gdt = dz :_/ —Qzezdz:—é/ s — U zZ:> du dzz
t= — Z=—00 0 oo _dv:edz:>v:e
t=0 —= z=
0
= —fze*|Y +0/ edz=0+60e" =0
—0o0
Es decir, E (T') = nf, por lo que 0 =ZL es Elde 6 y como T es suficiente y completo, y 6 funcion de

T, por el teorema de Lehmann—Scheﬁe 6 es EIMV de 6.
d) Obtener la cantidad de informaciéon de Fisher para 6

(s (et -oe0-2)) | = | (5 + 52) | -

2 2
<H> ] = M B[t 204 0?) = (B () 26 4 67) =

=nkE

n n

6. Sea X ~ U (0,0) y (X1,...,X,,) mas. de X
a) Estudiar si X,,., = max (X1, ..., X,,) es suficiente para 6

1
f(x) = g X[0.0)

1
H 9 X[0,6] (z5) H 9 X[Xnin,00 %X[Xn;n,w) (0)

y tomando g (X, 0) = QTX[X,m) (0) y L (x) = 1, por el teorema de factorizacion tenemos que Xy, es
suficiente para 6.
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b) Estudiar si X,,.,, es completo para 6
Queremos ver que si E[g (X,.n)] = 0, entonces g (X)) = 0 c.s.

[
E g (Xnn)] —/0 g(x)dFy., () =0

con F,,.,, la funcién de distribucion del maximo, F,., (z) = (F (z))" = (%)n , Vo € Sop (X) = (0,0).

na 1 n

0 0
Elg () = [ o) "o =g [Tg(@)a s —0v0 e RE
0 0

0
— h(a):/ g(@)2" ldr =0, Y9 e RT = K () =g(0)0" =0 L% ¢(6)=0,v0 >0
0

Y es completo.
c) Obtener a partir de X,,., un EIMV para 6

0 0 wn+1 xn+2 0 92
FlX,.,]| = dF,,. = dr = =
[ Xnin] /Ox nen (7) o O o 0"(n+2)|0 n+ 2
Y entonces
T=+VXnn (n+2)
es EI de 6.

Como X,,., es suficiente y completo, y T es EI y funcién de X,,.,,, entonces es EIMV de 6 por el teorema
de Lehmann-Scheffé.

7. Sea X1, Xo m.as. de X ~ N (p, 1)
a) Calcular E [%]Xl = 1
0=21% s Eldepy X1 =T

A X1+ X X 1
(Q‘T:t): <1+2\X1:m> _ T+ X NN<x+M >

E [‘L’ +2X2] :%(as—i—E[XQ])
Var [x J;XQ] :i

Y entonces la distribuciéon no es independiente de x, por lo que X7 no es suficiente para pu.

b) Sea § = E [X13221 X, ]. Calcular E [é] y Var [é} Comparar Var [é] y Var [213X2],

X1+ Xo
2

t+p

ézh(t):E[ 5

-] -
por lo que 8 depende de 1y por tanto no sirve para estimarlo. Seguimos con el ejercicio

E[é]:u

Var {é] = 1, Var [ =

X1+ Xo
4

1
2
Por tanto

Var (é) < Var <X1 +2+X2)
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4 FEstimacion mediante intervalos de confianza

4.1 Introduccién

7~

Definition 4.1. X ~ Fy,0 € © C R, sea X = (X7, ..., X;;) m.a.s. de X, se dice que el intervalo
(1(X),s(X)) es un intervalo de confianza al nivel 1 — « para el parametro 6 si

Pi(X)<0<s(X))>1—a
Se llama nivel de confianza a

eig(gP(i(X)gegs(X)):l—a

.

Remark 4.2. En el caso continuo, pueden conseguirse normalmente intervalos con igualdad estricta.
Esto no sucede asi con variables discretas, caso en el que deberemos encontrar un intervalo de nivel de
conflanzal — o/ > 1 — «

4.2 Meétodo de la funcién pivote

Definition 4.3. X ~ Fy,0 € © C Ry X = (X1,...,X,) mas. de X. SeaT : ¥ x © — R,
U = sop (X). Se dice que T es una funcién pivote para 6 si

1. Ve € ¥, T (x,0) es una funcion estrictamente monotona en § € ©

2. La distribucion de T (X, 6) es independiente de 6

Proposition 4.4. Sea X ~ Fp,0 €c © CR y X = (X1,...,Xp,) m.a.s. de X. Sea T (X,0) una
funcion pivote para 0 y A = sop (T).

Supongamos que Ve € W, X € A, la ecuacion A =T (x,0) puede resolverse en 6.

Entonces se puede construir un intervalo de confianza al nivel 1 — « para 6.

.

Proof. Como T (x,6) no depende en su distribucion de 8, podemos encontrar dos valores A1 («) , Ag (a) €
A tales que

P(M(a)<T(z,0)<X(a))>1—a

donde A1, A2 no dependen de 6.
Las ecuaciones \; (o) = T (x,0) ,i = 1, 2 tienen soluciéon para todo & € ¥, en particular 36, (x, «) , 02 (x, )
tales que

{T(m,c% (z,0)) =\ (a)
T (x,0s (x, ) = A2 ()

Si T (x,0) es creciente en 6, entonces 0 (x, o) < 02 (x, o).
En este caso

PO (x,a) <0< by(x,a)) =P (T (x,01 (x,a)) <T(x,0) <T (2,02 (x,0))) >1—«
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4.3 Meétodo de Neyman

Proposition 4.5. X ~ Fy,0 €c © C R, X = (X1,..., X)) m.a.s. de X y T (X) un estadistico.
Supongamos que dado 0 < a < 1, existen c1 (o, 0) y ca (v, 0) tales que

Pci(a,0) <T(X)<ea(e,0) >1—a, VO €O

Entonces, si c1(a,0) y ca(a,0) son funciones estrictamente mondtonas en 6 (en el mismo
sentido) y continuas, se puede construir un intervalo de confianza al nivel 1 — o para 6.

.

Proof. Supongamos que c1, ¢a son crecientes en 6.
Sea t € Sop (t), entonces 30, (t),02(t)| c1 (e, 01 (t)) = tea (o, 02 (1)) =t.
Vamos a ver que

[=]
1 (a,0) <t =ci(a, b (1) ==°0<6(t)
co(a, 02 (1)) =t < o (a,0) =05 (t) <0
[
c1(a,0) <cp(a, 01 (t) =t =ca(a,02(t)) < ca(a,0)
Y entonces

Pl (T)<0<6,(T)=P(c1(,0) <T<c2(a,0))>1—«

4.4 Ejercicios

1. Sean X ~ N(,u,aQ) y (X1,..., X;) m.a.s. de X.
a) Suponiendo o2 conocida obtener el intervalo de confianza 6ptimo para p con nivel de confianza 1 —«

Tomamos la funcion pivote 254 ~ N (0,1) y entonces elegimos A1 (), Az () tales que
/m

P(Al(a)gXa_ug)\z(a)> —1-a

Podemos hacer

otomara:a1+a2cona1>%>a220:
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La longitud del intervalo es

por lo que debemos minimizar (A2 — A1). Para ello, usamos multiplicadores de Lagrange en

min (A2 — A1)
s.a. f;‘f fz(x)dr=1-«

Entonces
A2

Lg ()\,)\1,)\2) =X ( fz (m)dm—(l—a)) —|—()\2—)\1)

A1
de donde

o)
T)%:—Afz()\l)—lzo = A:—@
o =AMz () +1=0 = A= -1

; 0
} — fz (M) = fz2 () 770N =
Por tanto, la eleccion que minimizaré la longitud del intervalo es la que toma a1 = as = §, o sea

— o o
X—ZTa—,X+Z1_a—
( 2 /n VD )
b) Suponiendo ¢? desconocida, obtener el intervalo de confianza 6ptimo para u con nivel de confianza

1—a
Usamos S para estimar o2, de forma que por las consecuencias del teorema de Fisher:

X —p

~tp—1

S

y entonces el intervalo es

_ S
(X —tho1,8 %, X+ tn—1,1—3‘>

o6ptimo por ser la distribucién simétrica respecto del 0.

2. Sean X ~ N(,ul,a%) eY ~ N(,ug,ag) independientes. Sean (Xi,...,X,,) m.as. de X y
(Y1,...,Y,,) mas. de Y.

a) Suponiendo 07 y 03 conocidas obtener el intervalo de confianza 6ptimo para u1 — p2 con nivel de
confianza 1 — «



b) Suponiendo o? y 02 desconocidas obtener el intervalo de confianza 6ptimo para j; — 2 con nivel
de confianza 1 — «
Este se hace como el anterior, usando la otra consecuencia del teorema de Fisher.

3. Sea X ~ N (IU,O'Q) y (X1, ..., X;,) m.a.s. de X. Suponiendo p desconocida, obtener un intervalo de

confianza para o2 con nivel de confianza 1 — o

B \/ﬁ(yf,u) — I
X - - < YiiXon) X- X -
MR s o< Va(X—p) <oh = 7S N . Hom X
ﬁ O—>M 21,% Z%
- 2

que es 6ptimo, de nuevo, por la simetria de la distribucién.

4. Sea X una poblacion con funciéon de densidad
2z
f(z,0) = 22 € (0,0)

siendo # un parametro positivo desconocido. Sea (X1, ..., X,) m.a.s. de X. Obtener el intervalo de
confianza 6ptimo para 6 con nivel de confianza 1 — «.
Primero vamos a obtener el estimador de méxima verosimilitud de 6:

2" [ x4 2" [ x5
L@y =20 ) (= E0 o)

2

El EMV es X,,.;,, con distribucion P (X, < z) = (F (z))" = ("”—)n =( )Qn.

IR

[

0

2n
1—a =P (e (,0) < Xpn < 2 (0, 0)) = P (Xnin < €2 (a0, 0))—P (X < 1 (a0, 0)) = <62 (a,0)> _<c1 (cv, 0)
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Hacemos

de donde

Por tltimo,

es (0, 0) = (1 — 1) 6
1
c1(a,8)=a3"0

e, 0) =t=(1—a1) 0 < 0 (t)=

1
Cc1 (01,9) :t:()é22"02 < 0y (t) =

Y el intervalo de confianza es

Que tiene longitud

t
(1 — 051)%
t
1
as”
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y minimizamos g.
5. Sea X una poblacién con funciéon de densidad
f(z,0)=exp(—(z—0)), x € (0,00)

siendo # > 0 desconocido. Sea (Xi,...,X,) m.a.s. de X. Obtener el intervalo de confianza 6ptimo
para 6 con nivel de vonfianza 1 — .
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5 Contrastes de Hipotesis Paramétricas

5.1 Introducciéon. Tests no aleatorizados. Errores. Tests 6ptimos
Formulacién general del problema de contraste de hipdétesis.

Sea X ~ F(x,0) con § € © C RP y sea X una m.a.s. de X. Sean 0,07 C © con O = Qg UO; y
By NO; =10

7

Definition 5.1. Un test o contraste es una regla basada en X para decidir entre las dos
hipotesis:

Hy: 0€0©

H : 0 e @1

Hj se denomina hipo6tesis nula y H; se denomina hipoétesis alternativa.

Se llama test no aleatorizado a una funcion § : sop (X) — {0, 1} tal que si § (z) = 0 se acepta
la hipotesis nula Hy y si § (€) = 1 se recahza la hipotesis Hy.

Se representa por T' el conjunto de test definidos sobre sop (X).

Las hipotesis pueden ser simples cuando el espacio paramétrico asociado a la hipotesis es unipuntual
o compuestas, cuando no lo es. Asi, los tests pueden presentar sus hipétesis nula y alternativa en
cualquier combinacién de estos dos tipos.

Definition 5.2. Se define la regiéon de aceptacion como las muestras que nos proporcionan
la aceptacién de la hipétesis nula:

So={x € sop(X):d(x)=0}
y la region de rechazo como aquellas muestras en las que se rechaza:

Si={x€sop(X):0(x)=1}

Errores

~ a

Definition 5.3. Dado un test 6 € T, se llama error de tipo I al que se comete al rechazar la
hipétesis nula cuando es verdadera.

Se denomina error de tipo II al que se comete al aceptar la hipotesis nula cuando es falsa.
Se definen, de forma obvia atendiendo a estas definiciones, las probabilidades de error:

La probabilidad de cometer un error de tipo I es

Pr (9) = P(X S 51’9 S @0)
Y la probabilidad de error de tipo II:

PH(Q) :P(X € 50’9691)

\. J

Asi, un test ideal seria aquel en que ambos errores son nulos: no fallamos. Pero esto solo es posible si
conocemos la poblacién, y no solo una muestra. Por tanto, esto no tiene interés y debemos estudiar
un tipo de idealidad u optimalidad restringida a un dominio mas util.
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Definition 5.4. Un test 6* € T se denomina 6ptimo si verifica:

1. P]}g* (9) < P]}g (9) ,Vo € T,VO € O

2. Prrs-(0) < Prrs(6),¥6 € T,V0 € ©4

.

Remark 5.5. De forma general no existe tal 6ptimo, ya que normalmente, la disminucién del error de
primer tipo conlleva un aumento en el error de segundo tipo, y viceversa.

Remark 5.6. Importancia de las hipoétesis: la hipotesis nula y la hipdtesis alternativa no desem-
penan, en general, un papel simétrico, ya que suele tomarse como hipétesis nula la que representa una
situacién mantenida anteriormente, o una situacién importante. De este modo, el error de tipo I es
el mas importante de los dos y tiene sentido actuar de modo que se busque acotar la probabilidad de
error de tipo I por un valor prefijado y dentro de esta clase restringida de tests, intentar minimizar la
probabilidad de error de tipo II. Este razonamiento constituye la base filosofica de la teoria de Neyman
y Pearson sobre optimizacién en test de hipotesis.

5.2 Teoria de Neyman-Pearson

Vamos a denotar por T, al conjunto de tests que tienen probabilidad de error de tipo I acotado
superiormente por «:

T, = {5 S T|P[ ((9) <a,Vl e @0}

A « se le llama nivel de significacion del test.

7~

Definition 5.7. Dado ¢6* € T,, se dird que es 6ptimo si
P]Lg* ((9) < P[L(; (9) ,Vo € T, V0 € ©,
Se llama tamano o extensiéon del test al nimero dado por

sup Py ()
0€O

Los test, generalmente, vienen dados como funciones de un estadistico cuya distribucién es conocida
cuando Hj es cierta. Lo indicaremos como estadistico del test y sirve para medir la diferencia entre
los datos y lo que se espera de ellos bajo la hipotesis Hy.

Definition 5.8. Se llama funcion potencia de un test § a la probabilidad de rechazar la

hipétesis nula:
75 (0) = P (X € 51,0 € ©)

Remark 5.9. Si 6§ € ©q, entonces w5 (0) = Py 5 ()
Si f € ©1 entonces

m5(0)=P(X€5,0€0)=1-P(X €855,0€01)=1—Pr5(0)
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Definition 5.10. Sea 0* € T,,. Diremos que es el test uniforme de maxima potencia para

el contraste
Hy: 0€06

Hy : 96@1

si se verifica
e+ (0) > 75 (0) ,V0 € T,, V0 € O3

Remark 5.11. Se pueden encontrar problemas al fijar el nivel de significacién cuando la distribucion es
discreta.

Definition 5.12. Una vez obtenida la muestra concreta del problema de estudio, se observa el
nivel de significacién més pequeno para el cual la muestra obligaria a rechazar la hipotesis nula.
Este valor se denomina p-valor. Puede verse como la probabilidad de rechazar la hipotesis nula

para la muestra de la que disponemos, siendo esta cierta.

5.3 Tests de hipoétesis nula y alternativa simples

Vamos a tratar el caso en que los subconjuntos del espacio paramétrico son unitarios: Oy = {6y} y
©1 = {01}, por lo que los errores de ambos tipos seran cantidades fijas.

Theorem 5.13. Teorema de Neyman-Pearson

Sea X ~ F(x,0),0 = {00,01},X = (X1,...,X,) una m.a.s. de X. Sea o € (0,1) fijo. Para
contrastar la hipotesis nula Hy : 0 = 0y frente a la hipotesis alternativa Hy : 0 = 61, el test de
region critica:

Slz{mEsop(X):MZk}

con k > 0, que tenga tamano «, o sea que
a:P(X651|9:90)

cumple que es el test de mdzima potencia en la clase de los tests T,.

Proof. 0* € T, es el test de maxima potencia si verifica que
w5+ (61) > w5 (61),V6 € Ty,
Esto es equivalente a que, si S es la regién critica de 6* y S la de §, se verifique
P(X €516=60,)>P(X e€S|0=06)

P(X €S|0=10)<a

Sea
D:P(X651‘9:01)—P(X€S|9:01)

Queremos que este valor sea no negativo, para obtener la desigualdad mencionada antes.
Ahora bien:

P(XeS0=0,))=P(XeS5\S0=0,)+P(XeSnNSH=06)
P(XeSlf=0,))=P(XeS\S510=01)+P(X €S nNS|H=6)
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Por tanto

D:P(XE51\5’9:01)—P(XES\Sl|9:01)

Y es
hipétGSi&iEz:Zégzk en S1
P(X € 51\5‘0291) :/ L(w,@l)dxl...da:n > k/ L(CC,Q()) d:cl...dmn
S1\S Si1\S
igzé;<k fuera de S1
P(X €S\ S0=0) :/ L (2, 0:) ds...dzy < k:/ L (2, 00) das...dzy
S\Sl S\Sl

Juntando estas dos desigualdades, tenemos

D>k / L(m,@o)d:n—/ L(w,@o)dw]
S1\S S\S1
Y entonces
DZk[P(XESl\S‘HZQO)—P(XES\Sl‘HZGO)]:
:k‘[P(X ESl\S|9:00)—P(XES\Slwzeo):l:P(X€S1ﬂ5|9:90)] =
hipétesis hipdtesis: €Ty,
:]{Z[P(X651‘9:90)—P(X€S’9:90)] :k[P],(g* (9)—P[,5(9)] = k[a—P],(; (9)] >

O

Remark 5.14. La region de aceptacion serfa

So = {a: € sop(X)\m < k}

Remark 5.15. Si la distribucién es de tipo continuo siempre se cumple que el test alcanza el tamaiio,
obteniéndose el test de extension a.

Si la distribucién es de tipo discreto, en general, el test de maxima potencia serd de extensiéon menor
que . En este caso para obtener el test de extension « deberiamos considerar test aleatorizados.
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Proposition 5.16. Sea X ~ F (z,0),0 = {6p,61},X una m.a.s. de X, a € (0,1) fijo.
Bajo las condiciones del teorema de Neyman-Pearson, si X ~ e (1), el test de mdzima potencia
y extension a para el contraste

HO 0= 00

Hy: 06=0;

viene dado por:
Si A (0) es mondtona creciente (decreciente)

5(93):{0 T (z)

1. En el caso 0y < 61:

2. En el caso 0y > 0y:

5(@:{0 T (z) > (<)

>
1 T(x)<(>)d
Y segun el caso, la constante se obtiene mediante
P(T(X) > (<) clf = 6) = a

P(T(X)<(>)d10=16)) =«

Proof. Si X € ¢(1) es porque L (x,0) =c(0) K (x)exp{A(8)T (x)} con c¢(0) =exp{B(0)},K (x) =
exp {h (x)}. Por el teorema de Neyman-Pearson, el test de méxima potencia y extension « tiene region

critica L(x.6)
x, 0
= N — >
S1 {93 € sop (X) L (@.00) = k‘}

con

P($651|9:90):Oé
Por ser X € (1), se tiene que

L (.’13, 91)

T ) ~ P UAE) — AT (@)} exp {B (1) — B (60)}

Luego
S1={z € sop (X) s exp{[A(61) — A(60)] T (x)} exp{B (61) — B ()} = k}

Esto puede reescribirse mediante
S1={xe€sop(X):exp{[A(01) — A(6p)]T (x)} > k1}

con k
" exp{B(61) — B (60)}

que es positivo por serlo k. A su vez, podemos seguir simplificando la region critica:

S1 = {z € sop(X) : [A(61) — A (80)] T () > o}

kg = log k‘l

Hagamos el caso en que A () es monétona creciente, pero el otro caso es anélogo.
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1. Si Oy < 61, entonces A (6p) < A(01) = A(01) — A(6p) > 0, y la region critica queda
Si={xe€sop(X):T(x)>c}

ks
A(01) — A(6o)

y para calcular ¢ debemos resolver la ecuacién

C =

P(T(X) > clf = 0) = a

2. Si 90>01 — A(Ho) >A(91) — A(Ql)—A(eo) <0yqueda
Si={xecsop(X):T(x)<c1}

ko

T Al - A%

Yy para obtener C1 resolvemos
P(T(X) S 61’0 = 90) =«

Definition 5.17. Se llama test aleatorizado a una funcién 0 : sop (X) — [0, 1] tal que 0 (x)
representa la probabilidad de rechazar la hipétesis nula, cuando se observa la muestra x de
sop (X).

La estructura de los test aleatorizados de interés real son de la forma:

0 €8y
d(x)=qv xT€SI]
1 €S =so0p(X)\So\S]
con 0 <y < 1.

Si supyeg, P (X € S1) < a y supyee, P (X € S1US]) > a, se obtiene v con la condicion de
que la extension del test es a:

sup {P(X € S)+vP (X €S} =a
ISCH

Proposition 5.18. Util para los ejercicios.
Si X ~ v(a,p) entonces ¢ = 2aX ~ X%p
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6 Contrastes de Hipo6tesis Compuestas

6.1 Introducciéon

En las aplicaciones a problemas reales no suelen plantearse contrastes de hipétesis simple y alternativa
simple, pues las hipotesis alternativas no suelen ser tan precisas para que estén definidas por un tnico
valor del pardmetro. Vamos a ver los contrastes:

1 Hy: 0=20,
" Hyc: 0 > 6,
9 Hg: 9:00
" Hy: 0< 6
3 Hy: 0 <6
© Hyc: 0 > 6,
4 Ho: 9290
" Hy: 6<6y
5 H()Z 9:00
' H12 97590
6 Hy: 96[91,92]
" Hy: 0 [61,09]

6.2 Familias con cociente de verosimilitud monétono. Contrastes unilaterales

En los casos 1-4 anteriores es posible obtener tests uniformes de maxima potencia, siempre que nuestro
modelo tenga la propiedad de 'cociente de verosimilitud monétono’:

Definition 6.1. Sea X ~ F' (z,0),0 € © C Ry X unam.a.s. de X. Decimos que X o F tienen
la propiedad de cociente de verosimilitud monétono en el estadistico R = R (X) si
para todo 0y, 01 € O con 0y < 01 se verifica que el cociente de verosimilitudes

L (CIZ, 91)

L (ZB, 90)

es creciente en R (x).

Proposition 6.2. Sea X ~ F(x,0). Si X € (1) para el estadistico T = T (X) con A(0)
mondtona, entonces se verifica:

1. Si A(0) es mondtona creciente en 6, X tiene cociente de verosimilitud mondtono en el
estadistico T

2. Si A(0) es mondtona decreciente en 6, X tiene cociente de verosimilitud mondtono en el
estadistico =T

.

Proof.

igé) =exp {[A(01) — A(00) T (z)]}exp {B (61) — B(60)} = g (T)
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1. Si A es monotona creciente, entonces Oy < 6 = A1) —A(lp) =d >0 = ¢g(T) =
cexp{dT'} = ¢ (T) = cdexp{dT} > 0 por lo que g es creciente y X tiene CVM en el
estadistico T’

2. Si A es monoétona decreciente, entonces 6y < 1 = d < 0 y la derivada sale negativa. Por
tanto, h (T') = g (=T) es creciente.

O

Theorem 6.3. Sea X ~ F (z,0),0 € © C R y X una m.a.s. de X. Si X tiene cociente de
verosimilitud mondtono en el estadistico R para contrastar

Hoi 9:90
Hy: 0>06

se sigue que el test

5 () = {0 R(x)<c

1 R(xz)>c
P]yg (90) =
es el test uniforme de mdzima potencia en la clase de tests T, = {6 € T|Pr(0y) < a} con

ac(0,1).

Proof. 6* es el TUMP para el contraste anterior si
T* ((9) > TS ((9) Vo € Ty, 0 > 0

Vamos a basarnos en el test de hipotesis simple y alternativa simple.
Consideremos 6, > 6y y el contraste

HO 0= (90

H1 . 0 - 01

que, por el Teorema de Neyman Pearson, el test de méxima potencia tiene regién critica

Slz{wesop(X):m>k}

Como X tiene cociente de verosimilitud monétono en el estadistico R, entonces serd equivalente a
S ={x € sop(X): R(z) > c}

P(R(x)>cld=6)) =«

y como esto es independiente de 61, el test sirve para todo 6 > 0y y serd el TUMP para el contraste
unilateral del enunciado. O
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Theorem 6.4. Sea X ~ F (z,0),0 € © C R y X una m.a.s. de X. Si X tiene cociente de
verostmilitud mondtono en el estadistico R para contrastar

H(): 0:60
Hy: 0<6

se sigue que el test

5 (2) = {0 R(z)>c

1 R(z)<ec
PL(; (00) =
es el test uniforme de mdzima potencia en la clase de tests T, = {6 € T|Pr(0y) < a} con

aec(0,1).

6.3 Test de la razéon de verosimilitudes generalizado

Definition 6.5. Se denomina razén de verosimilitudes generalizado para contrastar

Hy: 0€06
H : 96@1

al cociente L(z.6)
su x,
)\ (m) — p@E(‘)O
supgeco L (x,0)
Un test de razén de verosimilitudes generalizado para el contraste anterior es aquel que
tiene region critica de la forma

Si={xe€sop(X):\(x) <k}

lo que indica que rechazamos Hj cuando el cociente toma valores a un valor k € (0,1).
Dicha constante k se determina con la condicién de que el test tenga extension a:

sup P (X € 51|0) = «
[AS(Sh

Remark 6.6. La principal dificultad en la construccion de este test es la obtencion de la distribucion
del estadistico A.
La idea del método se basa en que para cada muestra fija, la funcién de verosimilitud es un indicador
de lo bien que explica el valor del parametro los resultados obtenidos.
Remark 6.7. Para el contraste

Hy: 0€06g

Hy : 0 c @1

si dim (©) = q y dim (0g) = ¢/, se verifica, bajo ciertas condiciones, que el estadistico —2log A (X)
converge en distribucién a una ng e
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Definition 6.8. Un test es un test insesgado si la probabilidad de rechazar Hy cuando es
verdadera es menor que la probabilidad de rechazarla cuando es falsa:

P(X651’9690)§P(X€Sl|9691)

6.4 Ejercicios de los capitulos 5y 6 (6 y 7 de la asignatura)
1. Sea X una poblacién con funcién de densidad

20 301
1= 990 =0 X(0,1) (7)

f($,9) =

donde 0 € (0,1) es un parametro desconocido. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria simple de X, se
pide:

a) Obtener el test de maxima potencia y extension « para el contraste Hy : 0 = 0 frente a Hy : 6 = 60y,
con 6y > 61

b) Sin = 20,a = 0.05,0) = % y 2?21 log (z;) = —6.21, obtener el p-valor para dicha muestra. ;Qué
criterio de decisién se tomaria?

c) Si para el contraste anterior, 6y = %, 0 = i y las probabilidades de error de primer y segundo tipo
son iguales a 0.05, obtener el tamano muestral y la region critica de dicho test.

a) Por el teorema de Neymann-Pearson, la region critica del contraste es

n L(X761)
= " —=
S {XE(O,) L(X,60)>k}
conk >0y
P(XESl‘HZQ()):OJ
Ahora bien,
n ongn n 316_—01 ‘
1 1
Asi

L(X,0:) 01 1—060\" 17 o T .
= ‘ 0 < 1V
1— 91 00 lzlxj ) < x] <L J

El exponente da:

(391 — 1) (1 — 90) — (390 — 1) (1 — 01) B 3601 — 30109 — 1+ 6y — 309 + 30160y +1 — 6,1 2 (91 — 00)

(1—061)(1—06o) (1—060) (1—061) (1=01)(1—6o)

n
Ademas, como 6y > 01 y 6 € (0,1), se tiene que A = (gég:g?g) > 0. Por tanto, la regién critica

anterior es equivalente a

n 2(61 —09) Lk
S1=0X e @) [ > kg k=7 >0
1

Tomando logaritmos:

n 2001 —6)
=< X 1" E | >k ko =logk
S1 { S (0, ) (1 — 91) (1 — 00) 1 0gxj > 2}7 2 O0g K1
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. 2(01-60)
Y el término B = m

- k
S| = {X e 0,1)": Zlong < kg}, ko = §2
1

es negativo, puesto que 0y > 6. Asi, queda

Y debe ser
P <Zlogmj < k3|0 = 90> =a
1

Y estamos interesados ahora en la distribucién de esta suma de logaritmos. Si definimos la variable
aleatoria Y = — Y ['log X; y ¢ = —kg, entonces

S ={Xe€(0,1)":Y>c}

P(Y>clf=0)=a < P(Y<cld=6)=1—a <= Hy(c,0=0))=1—«

con Hy la funcion de distribucion de Y.
Ahora bien, Y; = —log X, de forma que sop (Y;) = (0,00), X; = e~¥7 y entonces

0 301 0 20 0
hy; () = £ (@ W) [2" )] x(0,00) (v) = 12_ 7 (€)1 e VX000 (1) = 12_ 2 (7)™ X0 00) (9) ~ Bap (12_0)

Y, usando el método de la funcién caracteristica:
AN d it 20
i )
<PYj(t):<1—29> = SOY(t):Hij(t):<1—29> N7<1_0,n>
)

Y entonces

20 \" 1 Ly 20
hy (y) = (1_9> y" e =0 X(0,00) (¥)

Por lo que
(&
Hy (¢,0 =0y =1—a — / hy (y,0 =0p)dy =1 —«
0
Usamos ahora la proposicion [5.18] definiendo

20 46 )

de forma que

PY<cl0=6)=1—a < P<U< 400 c> =l-a < 400 = X 1a
1—06g 1—6g ’
Por lo que
= (1 - 90) X%n,l—oc
46y
Obtenemos, entonces, el criterio de decisidn siguiente:
Si tomamos una muestra x, ..., T, calculamos el valor experimental Yoz, = — > ' logz; y:

81 Yeup < ¢ = Aceptamos Hy
8t Yepp > ¢ = Rechazamos Hy
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b)
_ 43y _
1\ Y=o bla X3
p:P(Y>6,21\9:> 2 PU>4-621)=1-P(U < 24,84) LN

5 1—-0.025 =0.975

Como p > «, aceptamos Hj.
Otra forma de tomar la decision es calcular el ¢ y compararlo con el valor de Yz,

)

1
Prs« =0.06 =P (Y >l = 2> =P((U >4c) <= P(U <4¢)=0.95 <= 4c= X§n70_95

1 4 4
Prrs« =0.05=P <Y <clf = 4> =P <U < 3C> = 3c= Xon0.05 = 4c=3X5,0.05

Y buscamos en la tabla de la chi cuadrado, valores de n tales que

2 a2
X2,0.95 = 3X2n,0.05

X31,0.
Sale que n =10 u 11, luego ¢ = =22

S| = {:136(0,1)":—2”:56]'>C}
1

2. Sea X una poblacién con funcién de densidad

2
flz,0) = ———=x x
(7) ($—9)3 (+1,oo)()
Se considera una m.a.s. de tamafio 1. Obtener el test de maxima potencia y nivel de significaciéon «
para el contraste Hg : 8 = 6y frente a Hy : § = 61 con 6y < 6.
Calculemos el cociente de verosimilitud:

L(z,01)  f(z,00) <x - 90>3 X (61 +1,00) (%)
T —01) X(@+1,00) ()

L(mae()) f(x>90)

3
El cociente es indeterminado para x < 6p+1,esO0siz € (p+ 1,01 +1)y (L%) > Oparax > 6;+1.

r—01
El signo positivo se debe a que x > 61 + 1 > 01 > 0y. Asi, podemos escribir el cociente como

0 — 6\ °
§Ei,0;; - (i _ 9(1)> X(61+1,00) ()

Y, por el teorema de Neyman-Pearson, tenemos la region critica

—0.\* —0
Slz{x>91+1:<$ 1) >c}:{x>91—|—1:$ 90>01},01:%>0

58—90 r — U1

con

P(CU_ZO >Cl|0:90> =«

r — U1
Sea la funcion

z — by
g (z) x—017x> 1+
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entonces 0 0 0 0
g’(x):m_ 1_33—; 0 10— 12<0:>gdecreciente
(CC - 90) (93 — 00)

Es decir, que g (a) < g (b) <= a < b, y entonces

Si={z>0+1l:z<ct,o=g"(c)

con
Pz < e =60) =a
Pero
c2 c2 Cc2 2 Cc2
P(x<62|9:90):/ f(t,00)dt = f(t,eo)dt:/ 3dt:2/ (t—00) > dt =
—co 0141 61+1 (t — 0o) 0141
(t — o) 1 1
= 2 €2 = — + = X
—2 s (c2—00)* (61 +1—6p)°
— L 1 a <= cy=0y+ L
ERvES RV 2= 1
(CQ 90) (91 + 1 90) m —

Y el criterio de decision es el siguiente:
Si tenemos una m.a.s. x:
{:c < ¢y =— Rechazo Hy

T >c — Acepto Hy

3. Sea X una poblacién con funcién de densidad gamma:
f(x,0) = 6%z exp (—0z)

con x >0, 6> 0.

a) Estudiar si el modelo anterior tiene cociente de verosimilitud monétono en algin estadistico

b) En caso afirmativo, obtener el test uniforme de maxima potencia y extension « para el contraste
Hy: 0 =0 frente a Hy : 60 > 0

c) Sin =20, a=0.05 0y =1, X = 1.2, jqué criterio de decisién se tomaria? Obtener el p-valor para
dicha muestra.

Si n es suficientemente grande,

d) Obtener el test asintotico del apartado b), mediante el teorema central del limite

e) Obtener el test de razon de verosimilitudes generalizado y extension «, para el contraste Hy : 6 = 2
frente a la hipotesis Hy : 6 # 2

a) Si vemos que estd en la familia exponencial uniparamétrica para algin estadistico y la A () es
mondtona, tendremos una respuesta afirmativa a la pregunta, por la proposicion m

L (x,0) :9"ij-exp (—szj) , xj >0,V
1 1

y claramente esté en la familia exponencial uniparamétrica, con
A)=-0 T(X)=> X; C@O)=0" k(X)=]]=
1

y A es mondton decreciente, por lo que X tiene cociente de verosimilitud mondtono en el estadistico
R(X)=-T(X).
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b) Por el teorema el test uniforme de maxima potencia tiene region critica

Sl—{wER":—ij>c}—{wER":ij<k}, k=—
1 1
con

P(ZXj<k|0:90> —a
1

Como X ~ v (0,2) = T =53"7X;~~v(0,2n) = U = 20T ~ x3,, y entonces la probabilidad
anterior es equivalente a

2
P(U < 200k) = 0 = 200k =3 = k= %
0

Y el criterio de decision es:
m.a.s. &i,...,Tn, calculamos Tepp = > x5t

Teap > ng > Acepto Hy

Teap < ng ®  Rechazo H
C) Togp = 1.2-20 = 24

2 2
60.3915
Xana _ X80,0.05 — 30.1935705

200 2 2
Por lo que rechazamos Hy.
d) Como X es una gamma, tiene media 2 7 y varianza
tenemos que

92, asi, aplicando el teorema central del limite,

Zl _ng d

2
97n

Slz{mER”:ij<l}

Y, = 4 N (0,1)

Y tendremos

con

2 2
k—n% . k—n%_ \/271 2n

= +
2 2 0y 0o
\ oz 2"

>.x; >k Acepto Hy
> xj <k Rechazo Hy

P(Y X <klo=t) =a < P (Y.<

Obteniendo el criterio de decisiéon:

d) Segun la definicion del test de razon de verosimilitudes generalizado con extension «, tenemos que
obtener
SUpgeo, L (x,0) _ L(=,6)

supgeo L (2,0) [, (w,é)

AMx) =

ya que ©g = {6y} y siendo § EMV de 6.
Veamos cual es el EMV:

logL (x,0) = 2nlog9+210gmj — Gij
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derivando

0 2n A N 2n
20 og L 7 E zj=0 < 0=0(x) S,
O sea 62 exp (=60 Y ;) 621 exp (2n) (3 )" exp (—00 X" )
Me) = 5" exp (—00 > x;j _ 05" exp (2n xj)" exp (=6 > x;j
( 2n >2"eX (_ 2n x) (2n)>"
ZIJ’ p ij j

La region critica del contraste es la del test de razoén de verosimilitudes generalizado:
Si={zeR™ :\(z)<c}, ce(0,1)

P(\(x) <cld=6)) =
Ahora bien on
A< c < (ij>2nexp (—GOij> <ecp, €= % >0

63" exp (2n)
1

0 1
 Faoo(-255) <o amdh

Tomamos el estadistico T'= >} X, y consideramos

g (t) =texp (—3275)

90 (90 90 90 90

/ o Y Y Y _ Y Y
g (t) =exp ( 2nt> 2nt exp ( 2nt> exp < 2nt> [1 Qnt]
Jgt)=0 < t= 2n
to

y este valor es un maximo. Es decir, g presenta un méaximo en ese valor. Asi, la regién critica queda
como:

Si={zeR" :g(T(z))<e}={zecRT : (0<T<a)U(t>b)}

donde a y b son los valores de ¢ para los que g alcanza ca:

51



Y es

U=20T~x2
4an P (

P(0<T<ald="6p)+P(T>00=6) =a 0<U < 26pa)+ P (U > 26pb) =«

Tomamos a1 + as =ay P(0 < U < 20pa) = aq, P (U > 20pb) = aq, por lo que es

p Xin,a
20pa = Xina, — @@= 279’0
2 Xin,1—atas
200b = Xin1—a, = b= ’QT
y faltaria usar estos datos para resolver g (a) = g (b).
4. Sea X una poblacion con funciéon de densidad
f(z,0) = 9(11—$)2€XP <_0(1$—x)) X(0,1) (v)

donde 6 es un parametro desconocido, estrictamente positivo. Sea X1, ..., X,, una m.a.s. de X.

a) Estudiar si X tiene cociente de verosimilitud monétono en algin estadistico

b) Si X tiene cociente de verosimilitud mono6tono, obtener el test uniforme de méaxima potencia y
extension «, para el contraste Hy : 8 > 6 frente a Hy : 6 < 6y

¢) Si consideramos una muestra de tamano n =25y 6y = 0.2, = 0.05 y 235 77 = 6.23, obtener el
p-valor de dicha muestra. Explica de dos formas diferentes qué criterio de decision se tomarfa en este
caso.

d) Urilizando el test de la razén de verosimilitudes generalizado, obtener la region critica del contraste
HmGz%frenteaHyG#%.

a) Si, pues tomando T'(X) = 377 {¥.-, X € £(1).

b) Como tiene cociente de verosimilitud mondtono para T, el TUMP tiene region critica

S1={XeSop(X):T(X)<c}

con
sup P(T'(X) < ¢l > bp) = «

Definimos, para 68 > 60y:
g9(0) = P (T (X) < clf)

Como Tj = lf—)j(j, si hacemos la cuenta sale que T ~ Exp (%), y entonces T' = Y T ~ 7y (%, n), luego

1
P(T(X) <clo :/ on x"lef)d:c:/ 2" e o dx

Derivamos respecto de 6:

-1 c z T c ©
/ - - n—1_-—% e n—1 —2%
g<9)_9"+1(n—1)!/0 v 9n+2(n—1)!/0 vre rdr <0

por lo que es decreciente en 6, y entonces el maximo se alcanza en 6y. Por tanto, queremos que
P(T(X)<cld=16) =«

2
90'X2n,o¢

Ahora bien, como T ~ ~ (%, n), entonces U = %T ~ X3,, ¥ obtenemos ¢ = 5
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c)
Tppp = 6.23 > 3.476 = ¢

por tanto T,y € Sp, y aceptamos Hy.
Otra forma: usando el p-valor

6.23 -2 tabla x*
p=P(T <6.23|0 =0.2) :P<U< 09 ) =PU<623) = p =0 075> a = Aceptamos Hy
d)
L(z,5) Mgtpeo{-iSen) 1 1
)\(x = I 0 = 1 11 1 . =40 exp ?—5 T(CC)
Supsee L (,6) 92 L1 (=a)2 eXp{_gz 1f}i}

Donde 6 es el EMV. Calculémoslo:

log L = —210g9—2210g(1—x2-)—$z

Zy

1—.%‘2'

0 2 1 x; 1 x; N 1 X;
a0 8 9+9221—1‘¢ 0 = 921—% — QZl—xi

M) = T(w)Qexp{<T?w) - ;) T(a:)} _ T(m)Zexp{WT(w)} — T (@) exp {2 — T (x)}

y la region critica del contraste es
Si={xecsop(X): A(z)<k}= {:v € sop(X):T(x)exp{2—T(x)} < k:}

equivalente a

S = {:c € sop(X): T (x)?exp{—T (x)} < kl} ko =e 2k

Tenemos
g(t) =t

g)=2et—t2e =0 < 2Ae =t = 2=t

05
/_\e\

0 05 1 16 2 25 3 35 4 45

nc

Aqui la curva verde es g, la linea roja es ki y las azules tienen coordenada = a y b:

Si={xesop(X):9g(T(x)) <ki}={xecsop(X):0<T(x)<aoT(x)>b}

con

PO<T(x)<ald=060)UP(T(x)>bld=>0) =«

Si llamamos

P(T(x) <ald=6) =
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P(T(a:)>b|0:00):a2:a—a1

Esto es lo mismo que

2 Sn.a
P<U<1a> =P (U <4a) = a1 <= da=x3,,, < a:%
2
X2
1-P(T(x) <blf=0)=1—P{U <4b)=1—a+a < b:w

y faltaria resolver g (a) = g (b).
5. Sea X una poblacién con funcién de densidad

@6 =5 (22— ) (2 - x)é Xa2 (@)

donde 6 es un parametro desconocido positivo. Sea X1, ..., X, una m.a.s. de X. Se pide:

a) Obtener el test de maxima potencia y extension « para el contraste Hy : 0 = 6 frente a Hy : 0 = 64
con 0y < 04

b) Sin = 20,00 =1,a =0.05y Z%O log ( - ) = 29.7, obtener el p-valor para dicha muestra. ;Qué

1—x;

criterio de decision se tomaria?

a)

=

B on T, - _ 2n *%Zbg 12

Luego X € € (1) para el estadistico T (X) = ) log Xg(j y A () = —} que es monétona creciente. Por

2—
tanto, la regién critica es
S1={xe(1,2)" : T (x)>c}

P(T(X)>cld=6) =a < P(T(X)<cf=0)=1—-«

Calculemos la distribucion de T'. Definimos T} = log Qi()"(j que tiene sop (Tj) = (0,00) y es X; =
T

T
eJ X! = 2e’J
eTj—l-’ i (eTj+1)2 .

P, (0= @ O) | 0] = e x000) (0~ Eap ()

yT'=>Tj~~ (%, n) Y entonces U = %T ~ X3, Por tanto, la probabilidad anteriores es equivalente

2 2 0
PlU< —c :1—oz<:>—c:x2n1_a<:>c:—oxgn1_a
Ao fo ’ 2 ’
Y tenemos el siguiente criterio de decision: dada una m.a.s. z de X, calculamos Teyp = ) log 22 -

y:
e si 1oy < c, entonces aceptamos H

e si T,;p > c, entonces rechazamos H
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b)

bl 2
p=P(T>29,70[0=1)=P (U >2-20.7) = P(U > 59.4) = 1-P (U < 59.4) " ~* 1-0.975 = 0.025

Como p ~ 0.025 < 0.05 = «, rechazamos Hy.
6. Sea X una poblacion con funciéon de densidad

f (:‘Ua‘g) = %exp <0 ; x> X(6,00) (:U)

siendo # un parametro desconocido positivo. Sea Xi, ..., X,, una m.a.s. de X. Se pide:

a) Estudiar si X tiene cociente de verosimilitud monétono en algin estadistico

b) En caso afirmativo, obtener el test uniforme de maxima potencia y extension « para el contraste
Hy: 0 =0 frente a Hy : 0 > 0

c)Sin=6,0p=1,a=0.05y x; =1.5,x9 = 2,23 = 1.3, 24 = 3,25 = 2.5, 16 = 1.2, obtener el p-valor
para dichar muestra. ;Qué decisién tomarias en base al p-valor? ;jPodrias mantener dicho criterio por

otro procedimiento?
1\" no x;
L(x,0)= <2> exp {2} exp {—22 J } X(0,00) (X1:n)

a)
Lz, 00) gm0 Xroo) (Kim) _
e = e {20-00)} Ry ~h®

con R(X) = Xy, y definimos la constante A = exp {% (61 — o)} > 0.
e Si Xy, € (90,91) - h(R) =0

e Si X1, >0 — h(R):A>0

Por lo que X tiene cociente de verosimilitud monétono en el estadistico Xi.,,.
b) La region critica del contraste es

S1={x € (0,00)" : X1., > ¢}

con
PXip,>cdl=60)=a < 1-P(Xin<c)=a < 1-Gr(c,0=60) =«

donde G es la funcién de distribuciéon de X;.,. Es decir

Gr)=1-(1=F(r))"

F(a:):/x f)dt=0six <8

1 0—t —
F(w)—/ 2exp(2 >dt—1—eg2,x20
4

Por tanto
0 r <6

G(r) = \n 5
(r) {1— (1-1—'—6%) :1—65(077') ,,'-29

Por lo que la probabilidad anterior es
n 2
1-Gr(c,0=00)=a < 1L—1+e209 = — g(eo—c) —loga <= c=0,— - loga
n

Y tenemos el criterio de decision: dada una m.a.s. x de X, calculamos Ry, = min (21, ...,2y) y:
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® Si Reyp < 0o — %log «, aceptamos Hy
® Si Repp > 0o — %log «, rechazamos H

c)
p=PXpn>120=1)=1-Gr(1.2,06=1)=1— (1 - e%“*”)) ~0.55 > o

por lo que aceptamos Hy.
7. Sea X una poblacién con funcién puntual de probabilidad

P(X =z)= <> . (1—0)t 2z =—101

donde 0 < 0 < 1.

Se considera una m.a.s. de tamano n suficientemente grande.

a) Obtener el TUMP y extension a para el contraste Hy : 6 < 6y frente a Hy : 6 > 6

b) Si 6y = %,a = 0.05, determinar el tamafio muestral para que la probabilidad de error de tipo II
para 6 = % no sea mayor que 0.0001.

8. Sea X una poblacion con funciéon de densidad

0
T,0) = ————X(0.00) (Z
f(z,0) (3 2P X0 (z)
con # > 0. Se considera una m.a.s. de X de tamafno n.
a) Obtener el TMP y extension « para el contraste Hy : § = 6 frente a Hy : 0 = 61, con 0y < 64
b) Si a = 0.05 y la probabilidad de error de tipo II es 0.2, obtener el disefio del test
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7 Modelo Lineal General. Caso de Rango Completo

7.1 Introduccién
7.1.1 Analisis de Regresion Lineal

El estudio de la relacion entre una variable Y y una variable X, en la forma Y = f (X)) es un problema,
en general, complicado. Por ello se comienza estudiando el caso méas sencillo en que la relacién sea
lineal:

Y=0a+0bx

El analisis de regresion lineal simple es el estudio de esta relaciéon lineal que nos da el valor de la
variable Y o variable dependiente, en términos de la X o variable independiente, en el caso de
que exista esa relaciéon lineal.

Para hacer este estudio obtendremos un conjunto de pares de observaciones (x;,y;) de la variable
bidimensional (X,Y"). Si existiese una relacion lineal exacta entre ambas variables, esta quedaria de
manifiesto simplemente dibujando en el plano los pares (x;,y;), dando lugar a lo que se conoce como
diagrama de dispersion o nube de puntos. Sila relacion fuese lineal los puntos quedarian alineados
sobre una recta. Sin embargo esta es una situacién extrema que no se suele dar en la practica. Los
puntos normalmente no se hallaran alineados sobre una recta, aunque pueden presentar una disposicién
en cierta forma alineada.

Diagrama de dispersion

=

oo

o

o

-

>

<

O

o B Recta de Regresion

< B Nube aprox alineada

= B Nube no alineada

O
| | | |
02 04 06 08

X

Figure 1: Nube de puntos y recta de regresion
En la figura pueden verse los puntos azules, que no estan perfectamente alineados pero estan cerca

de la recta roja. Esto se debe a diversos factores, como pueden ser errores de medicion, presencia de
factores experimentales,... que son incontrolables y que hacen que la relacion lineal no sea exacta. Asi,

o7



un modelo mas razonable para los pares (x;, ;) es:
Yi = a+bx; +¢€;

donde ¢; son valores aleatorios que estropean la linealidad y se denominan residuos.
Esto lo podemos modelizar probabilisticamente considerando que las obseraciones 1,
de un vector aleatorio n-dimensional, que en forma matricial podemos expresar:

Yy
Y = : =Xf+¢
Ya
donde
1 I €1
e[ ()
1 =z, En

y los valores 1, ..., z,, han sido fijados previamente.

7.1.2 Analisis de la varianza simple

..., Yn provienen

Otra situacién donde nos encontramos con un caso particular del modelo lineal general se da cuando

queremos estudiar, y comparar, la media de dos poblaciones.

En tal caso se disponen de observaciones y; 1, ..., ¥;.n de variables Y; con i = 1, ..., k con media ;. Como
9 9

antes, podemos expresarlo de forma matricial:

Yia
Yim
Y = : =Xf0+e¢
Yi1
Yk7nk
con
1 0 ... 0 €1,1
1 0 PR 0 M1 51,n1
X = : , B= » €=
0o ... 0 1 jops €k,1
0 ... 0 1/, Ek.ny
donde Y1, ..., Y1,nys s Yk, 15 ---» Yk,n,, SON Observaciones del vector aleatorio de dimension N = Zle n; y
€ij = Yij — i

En ambos casos las observaciones de la muestra provienen de una variable aleatoria n-dimensional Y

que se puede escribir, en general, segin el modelo

Y =Xp+¢
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donde X es una matriz con valores conocidos de dimensiéon n x k, 8 es un vector de pardametros
desconocidos y de dimensién k x 1 y € es un vector aleatorio de dimensién n, el vector de residuos.
En este caso

k
Yi = Zﬂ?ijﬂj +é&;
i=1

Este modelo probabilistico se conoce como el modelo lineal general y cualquier resultado de infer-
encia sobre este modelo podra ser aplicado a los dos casos particulares anteriores.
7.2 Inferencia bajo la suposicion de linealidad e incorrelaciéon

Supondremos que el modelo lineal general Y = X 3 + ¢ verifica:
1. Y es un vector aleatorio n-dimensional

2. X es una matriz de valores conocidos de dimension n x k, con k < ny r(X) = k (es de rango
completo)

3. B es un vector de valores desconocidos de dimensién k x 1
4. € es un vector aleatorio n-dimensional que verifica:
(a) Ele] =0
(b) cov[e] = 0?1,
Es decir, es un vector de componentes incorreladas y con igual varianza (homocedasticas).

Estas suposiciones se pueden escribir en términos del vector Y diciendo que Y es un vector aleatorio
de dimensién n de variables incorreladas y homocedéasticas con vector de medias X 3.
Observemos que

ElY]|=Xp

k
E[Y]=) B
j=1

cov[Y] = cov[g] = oI,

El primer problema que nos planteamos es el de estimar el vector de parametros desconocidos S.
Legendre propuesto como estimadores aquellos valores 3; que minimizaran las diferencias al cuadrado
entre los valores observados y; y la expresion » =1 Tij Bj. Es decir, aquellos que minimicen:

2
n

n k
Yoed=> |vi-DwB| =y-XB"(y-Xp) =c"e
i= Jj=1

i=1

vy se denominan estimadores de minimos cuadrados.

Theorem 7.1. Sea Y = X3 + ¢ verificando 1., 2., 3. y 4., entonces el estimador de minimos
cuadrados del pardmetro B viene dado por

B=(xTx)"'xTy

Y podemos ahora estudiar 8 como estadistico. Veamos su vector de medias y su matriz de covarianzas:
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Theorem 7.2. Sea Y = X + ¢ verificando 1.,2.,3. y 4., entonces
1. E [ﬁ} .y

2. cov [B] = g2 (XTX)_1

Proof. Veamos ambos resultados:

1.

~

B[B] = B [(x"x) 7 XTY] = (x7X) " XTE[Y] = (X7X) 7 X7 (X8) = ()T (XEX8 =

cov [B\} = cov {(XTX)_1 XTY} = (XTX)_1 X7 cov Y]-X (XTX)_1 =

— (XTX) ' XT 6?1, X (XTX) T = 2 (XT X HXTX) (XTX) T =0 (XTx) 7

Observamos, por tanto, que B es estimador insesgado de 3.

Definition 7.3. Se denomina estimador lineal a aquel que se puede poner como combinacién
lineal de los valores de la muestra.

Remark 7.4. B es un estimador lineal.

Theorem 7.5. Teorema de Gauss-Markov
Sea Y = X B + ¢ verificando las condiciones 1.,2.,8. y 4. y sea 0 = XT3 con AT = (A1, ..., \p).
Entonces, dentro de la clase de estimadores lineales, el estadistico

=23

es el unico estimadore insesgado de minima varinaza de 0.

Proof. Veamos que es lineal
6=\"3=2"(xTx)" X"y

y es una combinacion lineal, ya que A\ es 1 x k, (XTX)_1 eskxk XTeskxneY esnxl,de
forma que el resultado es un escalar suma de los y;.

Y veamos que es de minima varianza. Sea § = Y un estimador insesgado de § = XT3 y b1 =
al = \T (XTX)_1 XT . Entonces

NTB=E 0] =E Y] = B[(b7 + AT (XTX) ' XT) Y| = EPTY] + B AT (x7x) ' XTY] =

— X3+ N (XT X XTX = b X B+ AT B

para todo 8 € R*¥. Restando ATS a ambos lados de la igualdad, obtenemos que b X3 = 0,V8 €
RF = bpTX =0.
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Por otro lado

Var [0] = Var [a"Y] = a"cov[Y]a = a’ 0’ I,a = 0%a"a = o* (bT + AT (XTX)71 XT) (b +X (XTX)71 )\) =

0 0
bTb 4+ DEX (XTX) A+ AT (XTX) T T AT (X0 R TY (XTX) A

= o2 [T+ AT (XTX) ' 2| = 0%Tb+ AT (XTX) ' 0%\ = 0% b + NTeov | B A =

20'2

=o’bb+ Var [)\[3] =a’Tb+ Var [é}

y como o2bTb > 0, entonces
Var @ > Var [é}

y entonces es estimador lineal insesgado de minima varianza.
Ademas

Var [0] = Var [0} e o Th=0 < b=0 = aT:AT(XTX)_lXT — 0=40

Corollary 7.6. B\Z es estimador lineal insesgado de minima varianza (ELIMV) de B;.

Quedaria dar un estimador de la varianza del modelo, que es, en general, otro parametro desconocido.
Para obtener dicho estimador, necesitamos el siguiente resultado técnico:

Lemma 7.7. Sea P =X (XTX)f1 XT | entonces se verifica:
1. P, I, — P son simétricas e idempotentes
2.r(In—P)=tr(I,—P)=n—k

3. (I,—P)X =0

Y podemos establecer el siguiente resultado:

Theorem 7.8. Sea Y = X [ +¢ verificando las condiciones 1.,2.,8. y 4., entonces el estadistico

o (r=x8) (v-x5)
n—k

es un estimador insesgado de 0.

Proof. R .
Y-XB=Y-XX"X) X'Y=Y-PY=(I,-P)Y

Si tomamos
N\ T PR .
(n—k)S* = (Y — Xﬁ) (Y - XB) = YT (1, — P)T (I, — p)y "~ F simetrice y T ([ py2y —

I,—P ide:mpotente YT (In _ P) y
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y tomando la esperanza

E[n-k)S*|=E[Y"(I,—P)Y] :E[(Y—E[Y]+E[Y])T(In—P)(Y—E[Y]+E[Y]) =

—E|(Y - EW)) (I = P) (Y = E[Y]) + E[Y]" (I, = P) E[Y]] =

=F [(Y ~EY)"(I,-P)(Y —E [Y])} +E[Y)'E[I,— PIE[Y] =
=E [(Y ~EY) (I, -P)(Y - E [Y])} +(x8)7" (1, — Py xp TEXE0

= B[y - EY) (L.- P)(Y —EY])| = E |33 (Vi = Bl mys (¥ — EY])| = (+)
i g
donde M = I,, — P = (myj), y entonces
() =33 myE[(Yi — E[Y)]) (¥; — B[] " T S mio? = 0t (1, — P) = 0% (n — k)
7 J )

)

y tenemos el resultado. O

7.3 Inferencia bajo la suposicién de normalidad
A las hipétesis 1.,2.,3. y 4. anadimos:
5. ¢g; sigue una distribucién normal, para i =1,...,n

Por tanto, las hipotesis 4. y 5. son equivalentes a la hipétesis
e~ N, (0,0%1,)
Recordemos algunas propiedades de la distribucién normal n-dimensional:

a. SiU~ N, (un,V)eY = AU + B, donde A, B son matrices con dimensiones tales que el producto
y la suma tienen sentido, se verifica que Y ~ N,, (n, W) donde n = Ay + B,W = AV AT,

En nuestro caso, para el vector Y tendremos que es

Y ~ N, (XB,0°I,)

b. Cualquier distribucién marginal de una distribuciéon normal n-dimensional es también normal.
En nuestro caso:

k

2

Y~ N D @iBj,0
Jj=1

c. En el modelo normal n-dimensional, si la matriz de covarianzas es diagonal, las componentes del
vector son incorreladas e independientes. En nuestro caso, como la matriz de covarianzas de Y
es diagonal, las componentes Y;,Y; son independientes, para ¢ # j.

62



7.3.1 Estimacion de Maxima Verosimilitud de los parametros

Podemos ahora, supuesta la normalidad, estudiar los estimadores méximo verosimiles de los parametros
(ﬂl, ooy B, 02). Para ello tenemos que maximizar la funcién de verosimilitud:

2

k
1 1 (yi — 2j= wz‘j@‘)

L (yla "'7?/71,5617 "'75/650-2) = ——— = €&Xp _72 =

(0227)2 2 & o?

1 { 1(Y—XB)T(Y—X/3)}
_ g

= — €
(0227)2 o?
Tomando logaritmos, hay que maximizar:
A 2
n (yz - 21 xij@’)

n 1
—3 log (0227r) —3 ; 5

(o3

Fijando o2, se trata de minimizar
2

n k
Z Yi — szjﬁj

=1 7j=1

Esto ya lo hemos hecho, y obtuvimos 3 = (X Tx )_1 XTY, coincidiendo con el estimador de minimos
cuadrados de S.

Con0c1endo el estimador ﬂ de By puesto que este es independiente de o2, basta ahora buscar el valor
de o2 para el que se alcanza el méaximo, fijando 8 = B El estimador resultante es

(v i)' (- x3)

n

~2

g =

Este estimador de maxima verosimilitud de ¢ no coincide con el estimador insesgado S? de 2.
Y ahora nuestro interés se encuentra en estudiar las distribuciones en el muestreo de estos estadisticos.

Lemma 7.9. Sea Q = Q1 — Q2 donde Q; ~ Xn ,i=1,2 yn=mn1 —ng >0, siendo Q independiente
de Q3. Entonces

Q~x2

Theorem 7.10. Sea Y = X + € verificando 1.,2.,3.,4. y 5., entonces
1. B~ Ny <ﬂ,a2 (XTX)_1>

(B-8)" (x7X)(B-5)

2. — ~ X%

& B es independiente de S?

4. (717;2@52 ~ Xi—k

Proof. Veamos cada afirmacién:
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1. B= (XTX)f1 XTY donde Y ~ N, (X8,0%1,), luego, por la propiedad a. y dado que (XTX)f1 XT(XB) =
B (XTX)_1 XT (6%1,) X (XTX)_1 =02 (XTX)_I, se tiene que

<

~

B~ N, (ﬁ, o (XTX)”)

2.
PRRA 5
C=D) COOCZ) _ 5oy o (5) ™ (3-) 2 (3" P () e (-1
donde (x) se debe a que existe C' matriz ortogonal, tal que Z = (B ﬁ) ~ N (0,A) con

A = diag (M1, ..., \;). Asi, lo anterior es igual a

Xk

ZTC - cov (B\) - .cTz () zT cov ( Lz = Z (

) Z;~N(0,\;), indeps o

y (*x) es porque cov (Z) = cov (C (3— B)) = Ccov (3— ﬁ) o7 P2 Ceov (B) ct

T ~
% = <Y_X52<I€Y_Xﬂ) = (v - xB)

donde h es medible Borel, y basta demostrar que B eY — X B son independientes. Vamos a ver
la independencia entre 8 — 8 e Y — X3, que es equivalente a la anterior.

Por la normalidad de B —BeY—-X B , basta ver la incorrelacién de los dos vectores. Asi, tomamos
la variable Z = (5 -BY —-X 5) y calculamos su matriz de covarianza:

‘/i,j = COov (ZZ, Z])

pero de aqui solo nos interesa ver tiene esta forma
Vi 0
v=|{ !
0 ¥

donde V7 es la matriz de covarianza de B —ByWladeY — X ,B\ . Asi, queremos ver que

E [(3—5>i (Y—XB)]} —0,Vi, ]
E [(3—5) (Y—X@T} — Open

Esto es equivalente a que

Veamos que es asi:
> [(3—5) (Y—XB)T] Y —XpB= =(In— P)Y {((XTX)_IXTY—,B) yT ([n_P):| _

—E [(XTX)‘1 XTyyT (1, - P)} —BE[YT (I, - P)] =

= (xXTX) " XTE YY" (I, - P) - BT X" (I, — P) =
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X (In-P)=0 (XTX)_1 xT [cov Y)+E[Y|E [Y]T} (In = P) =

= (XTX) " X7 [cov (V) + XBBTX] (I, — P) = (X" X) ™" XTecov (Y) (I, — P)

cov :0'2 n T n—
V2ot 2 (xTx) X7 (1, - P) ¥ 27
como queriamos.
4.
T o ~ T o (5
m-rys? _(Y-XB) (Y-%5) _xprw-xp (F-8) X"x(5-7)
o2 n o2 n o2 o2
Ahora bien:
. (Y_XBLTM es suma de variables aleatorias al cuadrado con distribucion N (0,1) e in-

dependientes entre si, luego su distribucién es x2

~ T ~
B—B) XTX(B-8
G- XTX(E5) o 2

e Por 2.,
(3-5) X" X(3-5)

o2

(n—k)S?

o2

e Por 3., es independiente de

_ 2
Aplicando el lema, tenemos que % ~ X2,

7.3.2 Contrastes de hipotesis sobre los parametros
Planteamos ahora el problema de contrastar las hipotesis:
Hy: AB=c
frente a
Hy: A # ¢

Este tipo de contrastes puede darse en varias situaciones:
Contrastes sobre los parametros (;:

H()Z ﬁl:d
frente a
Hy: pi#d

puede ponerse tomando A = (0,...0,1,0,...,0) y ¢ = d.
Analisis de regresion lineal
El contraste de las hipotesis

Ho: pr=0p2=...=8p=0,p<k
frente a
Hy: Jilpi #0
se puede poner como
A=1, c=0,
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Para hacer estos contrastes, consideramos el test de cociente de verosimilitudes generalizado. La region
critica es

2
n sup ﬁ70-2 ,A/B:(:L (yh "’7yn7ﬁ70- )
S = {(yl,...,yn) E RN (Y1, ey Yn) = Silp(ﬁ) Q)L(y1 e Yny B, 02) <1

con 0 < I < 1. Por ser la extension del test «, el valor de I se obtiene de
PAy) <lAB=c)=a

Haciendo algunos célculos, se puede llegar a que la regién critica es

con I’ > 0y donde

Ba=h+(XTx) AT (A (xTx)™" AT)_l (c _ AB)

Theorem 7.11. Sea Y = X [B+¢ verificando las condiciones 1.,2.,8.,4. y 5.. Si AB = ¢ entonces

el estadistico )
n—kos®— 62
F = —— ~ Jgn—k

q o2

Como el test es de extension « si AB = ¢, se verifica P(F <1') =1— « y obtenemos que
U= -Fq,n—k,l—ac

Por tanto, aceptamos Hy si Fegp < U y rechazamos Hy en caso contrario.

.

Proof.

Y queremos probar que

y que son independientes, para tener el resultado.
Por un lado:

R O X53)" (v-x5)

n—k oI o
20 =73 575

~ Xn—k

w o

[\

(o g

Por otro:

o (X8 (v-xB))  (v-xB) (v-xB)
2l =)= e B " -
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— | (- xa)" (x6 - xn)| = 5| (5- ) x7x (5 )| = 00

Desarrollando ahora la expresiéon de BA 4 obtenemos

() = % [(A5_0>T (A (XTX)—lAT)—lA(XTX)—lXT —1AT (A(XTX)—lAT> (AB—C>:| _

1 -1

o2

(48~ C)T (4(x7X) XTx) AT (a(xTx) AT)_l (48- c)] —

- [(AB —e) (a(xTx) T aT) (48 c)] = (x)

Observamos aqui que AB ~ Ny <A6,02A (XTX)f1 AT) y que estamos trabajando suponiendo Hy :
AB = ¢, por tanto

() = (43 - [48])" (cov [43]) " (45— B[43]) o be T

Y solo falta ver la independencia. Pero
5% =g (5?) ycf,42—6'2:h<ﬁ>

que son independientes, por el teorema [7.10} O
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