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Abstract

Willmore surfaces have been a matter of great interest since Willmore popularized them back
in 1965, when he published his famous article Note on embedded surfaces' , in which he defines the
functional that would later received his name, as

1
7(9) = %/SH%ZS,

being S a closed orientable regular surface of the Euclidean space and dS its area element, where H
stands up for the mean curvature of S. The aim of Willmore was to find the relation between 7(.5) and
X(S), i.e., the relation between the defined functional and the Euler characteristic. He expected to

1
obtain a relation similar to that of the Gauss-Bonnet theorem, which states that or / KdS = X(S).
mTJs

Nonetheless, it seems that such a relation is not likely to arise, but it is possible to extract some
properties of 7(.5) if we know the value of X'(S). For instance, Willmore proved that

T(S*(r) = 2,

being S?(r) the sphere of radius r > 0. Also, this is the infimum (and also the minimum) of 7 among
all possible surfaces S with X(S) = 2. This is, in fact, the minimum among all possible surfaces.

Nonetheless, Willmore’s functional has not usually been defined as it originally was by Will-
more. Instead, it is usually multiplied by 27, leading to the functional

W (S) = /S H?ds,

which is the notation that will be used in the present work. It is important to notice that the study
of both functionals is equivalent in terms of finding surfaces that minimize them. Another alternative
definition is

being K the Gaussian curvature of the surface at each point. This functional is also equivalent to the
previous one in the mentioned sense, because we are only adding a constant term, according to the
mentioned Gauss-Bonnet theorem. This fact makes it possible to switch between the several equivalent
definitions of the functional in convenience with the situation.

After finding the absolute minimum of W, Willmore tried to reach a similar result for surfaces
with Euler characteristic X'(S) = 0, i. e., surfaces that are homeomorphic to a torus. He was not able to
achieve this result, but he characterized the minimum of 7 among all tori of revolution. This minimum

1See | ].
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1
is reached with the torus whose radii are in a proportion of 75 He then hypothesized that this is, in

fact, the minimum among all surfaces of genus 1 (i.e. X(S) = 0). This statement became later known
as the Willmore conjecture, and plenty of literature about the matter has come up since then. The
Willmore functional can be used as a measure of the niceness of a surface, in the sense of being as
close as possible to the minimum value that each one can reach (given the topological properties of
the surface). From this point of view, those surfaces that reach this minimum are the best surfaces,
regarding the Willmore functional. This surfaces are called (not surprisingly at all) Willmore surfaces.
This minimization property is of great interest, as it is usual to find physical problems in which the
minimization of a given energy arises. From this point of view, we can think of the Willmore functional
as an energy of a surface, and Willmore surfaces are those that minimize this energy. The simplest
energy we could think of is the area functional, but Willmore functional is the following in term of
simplicity. Surprisingly, from this simplicity arises a lot of properties, facts and results, and we are far
from knowing everything about W. Instead, there are many unknowns that are reviewed in | ].

The Willmore surfaces and his conjecture became almost a whole new branch in differential
geometry, and many researchers became attracted to the matter. Not only mathematicians, but also
researchers from other fields were interested in the further study of the properties of the Willmore
functional. For example, biologists discovered that some cells and vesicles present such a morphology
that makes them a subspecies of the Willmore surfaces, as they minimize the energy E(S) = [, sH 2dS—
aA(S) — BV (S), given o and 3, where A(S) and V(S) denote, respectively, the area and the enclosed
volume of S. Another example is its use in physics, as it was found related to the computation of the
Hawking mass of a black hole. The reader interested in these topics is referred to | ] and | .
The functional has also been found of interest in the field of computer graphics, in which it is useful
to study surface fairing, i.e., finding a functions as smooth as possible that can represent a surface.
This last application is explained in | ]

The conjecture was finally proven by Marques and Neves in their paper Min-Max theory and
the Willmore conjecture?, published in 2014, almost 50 years after the conjecture was stated. The proof
exceeds the scope of this work, but interested readers are referred to the mentioned article. The same
authors published another article, The Willmore Conjecture®, in which they give a great overview of
all of these topics, including historical notes, and explain the ideas behind the proof they gave for the
Willmore conjecture.

In the present work, we are going to revisit all of these results, and we will “translate the
basics of the matter and some of its most important results to the modern notation and particularize
the results to R?, as Willmore did all of his work from a more general perspective. The aim is to make
this beautiful branch of differential geometry accessible to math students from an undergraduate level.

We will also cover further results, that Willmore proved later and were published in his
book Riemannian Geometry*. For instance, we will assess the conformal invariance of the Willmore
functional as well as the variation formula that characterizes Willmore surfaces.

In the first chapter®, we will remind basics aspects of differential geometry, in order to set up
the environment in which we will be working, as well as to establish some basic results that will be
useful along the memory. More precisely, we will introduce the notation that will be used along the work

%See | ]

3See | ].

4The book is | | and it covers a wide range of topics of Riemanian Geometry. We will always be referring to its
Chapter 7.

5See Capitulo 1.
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and we will remind some basic concepts of differential geometry that are key for the understanding of
the whole memory, referring to specific books when a more detailed explanation could be helpful for
an interested student. The focus will be on defining maps defined over surfaces and also those going
from one surface to another, as well as the concepts of differentiation and integration of this kind of
mappings.

The second chapter® formally introduces the Willmore functional. In this chapter we will see
that the minimum of the functional is 47 and it is reached only by the round sphere. We then manually
compute the functional of the sphere and of the tori of revolution. This way, we get to the results that
made Willmore establish his famous conjecture. Then, we obtain a lower bound for a more general
class of tori, which is compatible with the conjecture. To finish the chapter, we state the Willmore
conjecture and some side notes to its young proof.

In the third chapter” we study the conformal invariance of the Willmore functional. That is, the
Willmore functional of a surface is not altered by any conformal transformation of the ambient space.
In order to achieve this result, we will make use of Liouville’s Theorem of conformal mappings, which
states that every conformal mapping is a composition of rigid motions, homotheties and inversions.
Thus, we will see how the Willmore functional is preserved under every of these transformations and,
consequently, also under conformal mappings.

As for the forth chapter®, we deal with the variational analysis of the Willmore functional,
from which arises a characterization of the Willmore surfaces in terms of the curvatures of the surface.
More precisely, we will achieve the result that ensures that a surface is Willmore if, and only if, the
equality

AH +2H(H? - K)=0

holds”, where H and K stand up for the mean and Gauss curvature of the surface, respectively, and
A denotes the Laplacian operator of S. This is the so called Euler-Lagrange equation of W, which
means that the solution of the equation are those surfaces that are stationary points of W. This
characterization is of great interest, as it allows us to redefine Willmore surfaces without the need to
be restricted to compact surfaces. The redefinition is that a surface S is a Willmore surface if, and
only if, it verifies the Euler-Lagrange equation of the Willmore functional. This increase the amount of
Willmore surfaces as, for example, the plane is not a Willmore surface according to the first definition,
but it is according to the redefinition.

6See Capitulo 2.

"See Capitulo 3.

8See Capitulo 4.

%It is worth (and fair) mentioning that even though Willmore independently studied these matters, there are precedents
about which he found out later. For instance, Blaschke got to the same variational equation in the year 1929, in his

book Vorlesungen tiber Differentialgeometrie und geometrische Grundlagen von Finsteins Relativititstheorie I1I ([ D,
where he mentioned Thomsen and Schadow as first authors of the equation in 1923. Also, the conformal invariance of
the Willmore functional was proved by Chen in 1973 ([ D.
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Resumen

Las superficies de Willmore han sido un tema de gran interés desde que Willmore las defini6 en
1965, en su famoso articulo Note on embedded surfaces'®, en el que defini6 el funcional que terminaria
llevando su nombre. Este funcional lo definié como

1
7(9) = 27T/SH2dS,

donde S es una superficie regular cerrada y orientable y dS su elemento de area, donde aqui por
cerrada entendemos compacta y sin borde y H denota la curvatura media de S. Willmore pretendia
establecer la relacién entre 7(S) y X(S). O sea, la relacién entre su funcional y la caracteristica de
Euler. En un principio, creia posible encontrar una relaciéon similar a la que establece el teorema de
Gauss-Bonnet entre la integral de la curvatura de Gauss de una superficie y X'(S), que no es ni méas

1
ni menos que o / KdS = X(8). Sin embargo, no parece que sea posible establecer una relacién de
™Js

este tipo, aunque si podemos estudiar algunas caracteristicas de 7(5) conociendo el valor de X(S).
Por ejemplo, Willmore probé que
T(8*(r)) =2,

donde S%(r) es la esfera de radio r > 0. Ademés, este valor es el infimo (y el minimo) de 7 entre todas
las superficies de género 0. Mds ain, este es el minimo de 7 entre todas las superficies posibles.

No obstante, el funcional de Willmore no suele definirse tal y como lo hizo Willmore origi-
nariamente, sino que es normal multiplicarlo por 27, obteniendo el funcional W (S) = [, sH 2dS, que
se corresponde con la notacién que usaremos en el presente trabajo. Es importante darse cuenta que
el estudio de ambos funcionales es equivalente, en términos de la busqueda de las superficies que los
minimizan. Otra definicién alternativa es W (S) = [¢(H? — K)dS, donde K representa la curvatura
de Gauss de la superficie en cada punto. Este funcional es equivalente a los dos anteriores en el mismo
sentido de bisqueda de minimos, ya que realmente solo estamos anadiendo un término constante, como
asegura el teorema de Gauss-Bonnet. Este hecho nos permite intercambiar las diferentes definiciones
equivalentes del funcional cuando la situacion lo requiera.

Tras encontrar el minimo absoluto de W, Willmore traté de probar un resultado similar para
superficies con caracteristica de Euler 0, o sea, superficies homeomorfas al toro. No fue capaz de
hacerlo, pero si que encontré el minimo del funcional entre los toros de revolucién, que se alcanza en

. : 1 . .
aquellos toros cuyos radios mayor y menor estdn en una relaciéon de 75 Tras estudiar también los

toros generalizados desde este punto de vista, conjeturé que, de hecho, este es el minimo entre todas
las superficies de género 1. Esta afirmacién terminé en popularizarse como la conjetura de Willmore,
y muchos matematicos se han dedicado a su estudio desde entonces. Por otro lado, el funcional de

0Véase | ]

IX



Abstract Jose Antonio Lorencio Abril

Willmore puede utilizarse como una medida de la bonanza de una superficie, en el sentido de estar tan
cerca como sea posible del minimo valor que puede alcanzar dadas sus caracteristicas topolégicas. Desde
este punto de vista, aquellas superficies que alcanzan este minimo son las mejores, segiin el funcional
de Willmore. Estas superficies se denominan superficies de Willmore. Esta propiedad de minimizacion
es de gran interés, ya que es recurrente la necesidad de minimizar algtin tipo de energia para resolver
un problema fisico concreto. Desde este punto de vista, podemos ver el funcional de Willmore como
una energia de las superficies, y las superficies de Willmore son aquellas para las cuales esta energia
es minima. La energia mas simple en la que podemos pensar es el funcional de area, pero el funcional
de Willmore ocuparia el segundo puesto. Sorprendentemente, a partir de esta simplicidad es posible
extraer una enorme cantidad de propiedades, hechos y resultados, y nos encontramos aun lejos de
conocer por completo el comportamiento de W. Hay ain muchas incoégnitas, que son revisadas en

[ J

Las superficies de Willmore y su conjetura se establecieron practicamente como un area in-
dependiente en geometria diferencial, y muchos investigadores han estudiado estos temas. Ademas de
matematicos, investigadores de diversos campos han prestado interés al estudio de las propiedades
del funcional de Willmore. Por ejemplo, en el campo de la biologia se descubri6 que la morfologia
de ciertas células y vesiculas minimizan un funcional muy relacionado con el de Willmore, que es
E(S) = [¢ H*dS — aA(S) — BV (S), para ciertos a y 3, donde A(S) y V(S) denotan, respectivamente,
el area y el volumen encerrado por S. Otro ejemplo es su uso en fisica, donde se encontré su relacién
con el cdlculo de la masa de Hawking de un agujero negro. El lector interesado en estos temas puede
leer | 1yl ]. El funcional de Willmore también ha sido utilizado en el campo de los gréficos
por ordenador, en el que ha resultado 1util para estudiar la técnica de surface fairing, es decir, la bis-
queda de funciones tan suaves como sea posible que puedan representar una superficie. Esta tltima
aplicacién se explica en [ ].

Finalmente, la conjetura result6 cierta, como probaron Marques y Neves en su articulo Min-
Maz theory and the Willmore conjecture'!, de 2014, casi 50 afos después de que esta fuese enunciada.
La prueba sobrepasa los objetivos del trabajo, pero el lector interesado queda referenciado al citado
articulo. Los mismos autores publicaron otro articulo, The Willmore Conjecture'?, en el que recapi-
tulan la historia de la conjetura y diversas cuestiones relacionadas con el funcional de Willmore, y
explican la idea tras su prueba.

En este trabajo, vamos a ver muchos de estos resultados, y ”traduciremos” los aspectos ba-
sicos de la materia y algunos de sus resultados méas relevantes a la notacién moderna, asi como los
particularizaremos al caso de R?, ya que Willmore y sus sucesores en el asunto tratan el tema en
un contexto més general. El objetivo es hacer que esta bella parcela de la geometria diferencial sea
accesible para estudiantes del grado en matematicas.

Ademas, veremos algunos resultados posteriores, que Willmore probd més tarde y publico en
su libro Riemannian Geometry'®. Concretamente, veremos la invarianza conforme del funcional de
Willmore, asi como la férmula de variacién que caracteriza a las superficies de Willmore.

En el primer capitulo'?, recordaremos algunos aspectos bésicos de geometria diferencial y
estableceremos algunos resultados basicos que resultaran utiles a lo largo del trabajo. Concretamente,
introduciremos la notaciéon que serd utilizada a lo largo de la memoria y recordaremos algunos con-

Hvéase | ].

12yiéase | l.

3Este es | | v trata gran cantidad de temas de Geometria de Riemann. Al hablar de este libro nos referiremos
siempre al Capitulo 7.

Hyéase el Capitulo 1.
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ceptos basicos de geometria diferencial que son clave para la comprension del trabajo, referenciando
a libros concretos cuando una explicacién mas detallada pueda ser de ayuda al estudiante interesado.
El foco se pondra en la definicién de funciones sobre superficies, asi como funciones entre superficies,
y los conceptos de diferenciacién e integracién de estos tipos de funciones.

El segundo capitulo!® sirve para introducir el funcional de Willmore. Veremos que el minimo
es 47 y que se alcanza solo en el caso de la esfera. Tras esto, calcularemos el funcional de la esfera
y de los toros de revolucién. Esto nos permitira llegar al resultado que hizo a Willmore plantear su
conjetura. Por tltimo, encontraremos una cota inferior para el funcional en una familia mas general
de toros, cota que serd compatible con la establecida por la conjetura, con cuyo enunciado y algunas
notas sobre su demostracién concluiremos el capitulo.

En el tercer capitulo'® veremos la invarianza conforme del funcional de Willmore. Es decir,
veremos que el funcional de Willmore de una superficie permanece inalterado por transformaciones
conformes del espacio ambiente. Para probar este resultado haremos uso del teorema de Liouville
sobre transformaciones conformes, que asegura que toda transformacion conforme es composicién de
movimientos rigidos, homotecias e inversiones. Por tanto, veremos que W es invariante bajo cada una
de estas transformaciones y, consecuentemente, también bajo cualquier transformacién conforme.

Respecto al capitulo cuatro!'”, desarrollaremos un andlisis variacional del funcional de Will-
more, mediante el que obtendremos una caracterizacion de las superficies de Willmore en términos de
las curvaturas de la superficie. Concretamente, veremos que una superficie es de Willmore si, y solo
si, se verifica

AH +2H(H? - K)=0,'®

donde H y K denotan, respectivamente, la curvatura media y la curvatura de Gauss de S, y A es
el operador laplaciano de S. Esta es la conocida ecuacion de Euler-Lagrange del funcional W, lo
que quiere decir que la solucién a la ecuacién la proporcionan aquellas superficies que son puntos
estacionarios de W. Esta caracterizacién tiene gran interés, ya que nos permite redefinir las superficies
de Willmore prescindiendo de la compacidad de las superficies. La redifinicién es que una superficie
S es una superficie de Willmore si, y solo si, verifica la ecuacién de Euler-Lagrange del funcional de
Willmore. Esto aumenta la cantidad de superficies de Willmore ya que, por ejemplo, un plano no es
una superficie de Willmore segin la primera definicién, pero si que lo es segin la redefinicion.

15Véase el Capitulo 2.

16yéase el Capitulo 3.

"Véase el Capitulo 4.

8Fs justo mencionar que aunque Willmore estudié todos asuntos de forma independiente, hay precedentes de los
que tuvo cuenta més tarde. Por ejemplo, Blaschke consiguié la misma ecuacién variacional en el afio 1929, en su libro

Vorlesungen iber Differentialgeometrie und geometrische Grundlagen von Einsteins Relativitatstheorie 111 (] 1), en
el que menciona a Thomsen y Schadow como primeros autores de la ecuacién en 1923. Ademads, la invarianza conforme
del funcional de Willmore fue probada por Chen en 1973 ([ D.
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Capitulo 1

Conceptos previos

Este primer capitulo trata de situar al lector en el contexto adecuado para la comprensién de
todo el texto. Se asume por su parte un conocimiento de las bases de la geometria diferencial en el
espacio euclideo’.

1.1. Notacion

A lo largo de toda esta memoria denotaremos por S C R? a una superficie regular del
espacio euclideo R3, T,S sera el plano tangente a S en el punto p y en este tendremos un producto
escalar inducido por el producto escalar usual de R3, que constituira lo que damos en llamar la primera
forma fundamental de S.

Convendremos en llamar al par (U, X) una carta de S cuando U sea un abierto de R? y
X : U — S sea una parametrizacién de X (U) C S. En ocasiones diremos que (U, X) es una carta de
S en p, lo que significard que (U, X) es una carta de S'y que p € X (U).

Dada una carta (U, X) de S, el plano tangente en p = X (u,v) € S serd

T,S = span{X, (u,v), X, (u,v)},
donde estamos denotando X, = %—f y X, = %—f, v los coeficientes de la primera forma funda-
mental seran

E (u,v) = (X4 (u,v) , Xy (u,v)),
F (u,v) = (X4 (u,v), Xy (u,v)),
G (u,v) = (X, (u,v), Xy (u,v)) .

La primera forma fundamental es importante, pues ayuda a definir las integrales sobre superficies, y
estas tendran una importancia central en este trabajo, especialmente en la parte del cdlculo variacional.

Siguiendo con los preliminares, debemos notar que en este punto disponemos de escasas he-
rramientas para obtener los valores de las curvaturas de Gauss y media. Para ello es de gran interés la
introduccién del endomorfismo de Weingarten y la segunda forma fundamental. Como hemos comen-
tado, la primera forma fundamental consiste en inducir el producto escalar usual en el espacio tangente
a cada punto de la superficie. Utilizando el endomorfismo de Weingarten puede definirse de manera

!Una muy buena introduccién a la materia, en caso de ser necesaria, puede encontrarse en | l.
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similar la segunda forma fundamental. Una vez que disponemos de las dos formas fundamentales y
sabemos calcular sus coeficientes, tenemos una forma sencilla de calcular la curvatura de Gauss y la
curvatura media, asi como de simplificar diversas formulaciones que, sin recurrir a estos coeficientes
serfan extremadamente complejas, como la expresién en coordenadas del laplaciano de una funcién
definida sobre una superficie, que veremos mas adelante.

Definicién 1.1.1. Sea S una superficie regular orientada por la aplicacién de Gauss N : S — S2.
Se denomina operador forma o endomorfismo de Weingarten en p € S a la aplicacion lineal
Ap = —dN, : T,S = T,S.

Proposicién 1.1.2. El operador forma A, es autoadjunto.
La demostracion de este resultado puede consultarse en [ ].

Definicién 1.1.3. La aplicacién I, : 7,,S — R dada por II, (¢) = (4,7, ) se denomina la segunda
forma fundamental de S en p.

Proposicién 1.1.4. Los valores propios de A, son las curvaturas principales de S en p.
La demostracion puede leerse en | .

Ya estamos en disposiciéon de recordar dos de los conceptos centrales del trabajo: la curvatura
de Gauss y la curvatura media. Ambos valores estdn estrechamente relacionados con el funcional
de Willmore, la filosofia tras la investigaciéon por parte de Willmore, y diversas propiedades de este
funcional.

Definicion 1.1.5. Dada una superficie regular S, orientada por la aplicacion de Gauss N, se define
la curvatura de Gauss de S en p € S como el valor

K (p) = det Ay = det (—dN,) .
Si llamamos k1 (p) v k2 (p) a las curvaturas principales de S en p, entonces queda

K (p) = k1 (p) - ka2 (p).

Por otro lado, se denomina curvatura media de S en p € S al valor

1
Str (_de) )

1
H(p) = EtrAp =3

0, lo que es lo mismo,

ki (p) + k2 (p)

H(p) = 5

Observacion 1.1.6. Notese que

2 2
H2*K:ﬁ+¥+kz*k1k2

4 4
4 2 4

(k= k)’
= 5 .
Estos valores indican un comportamiento local en el punto al que se refieren, por lo que los

puntos de una superficie suelen clasificarse atendiendo a los valores de las curvaturas. La clasificacion
se recoge en la siguiente definicién, adaptada de | ].




Jose Antonio Lorencio Abril 1.1. NOTACION

Definiciéon 1.1.7. Sea S una superficie regular orientada y p € S. Entonces:
» p es eliptico si K (p) > 0.
= p es hiperbdlico si K (p) < 0.
= p es parabdlico si K (p) =0, pero H (p) # 0.
» p es plano cuando K (p) = H (p) = 0.

Ademaés, se definen los puntos umbilicales como aquellos en los que la curvatura no varia en ninguna
direccién: todos los vectores del tangente son direcciones principales. Es decir, p es un punto umbilical
si k1 (p) = k2 (p). Cuando todos los puntos de una superficie son umbilicales, entonces la superficie se
dice que es totalmente umbilical.

Las superficies totalmente umbilicales, en realidad, tnicamente pueden ser trozos de esfera o
de plano, como pone de manifiesto el siguiente teorema.

Teorema 1.2.4. Sea S una superficie reqular, orientable, conexa y totalmente umbilical. Fn-
tonces S es un trozo de esfera o un trozo de plano.

La demostracién de este resultado se encuentra en la siguiente seccién?, pues necesitamos el
concepto de funcion diferenciable sobre una superficie, asi como la forma de obtener la diferencial de
este tipo de aplicaciones.

Una forma de poder manipular las curvaturas de forma mas detallada que con su definiciéon en
un contexto méas o menos genérico es utilizando las expresiones de estas en funcién de los coeficientes
de las primera y segunda formas fundamentales.

La segunda forma fundamental, al igual que la primera, puede expresarse de forma local
mediante sus coeficientes. La expresion de II, (¢) en funcién de sus coeficientes e, f y g es

1L, (9) = 1L, (a/ (0)) = o' (0)* e (&(0)) + 24/ (0) v’ (0) f (&(0)) + ' (0)* g (&(0)).
donde @ (t) = (u(t),v (t)) es la expresién en coordenadas de una curva en S con condiciones iniciales
py v.

Los coeficientes se obtienen mediante las férmulas

<N qu> == <NuaXu> )
f < v> - - <Nv=Xu>

< u> :_<NU7X’U>7

=(N, Xy) = — (Ny, X)) .

Ademas, las curvaturas de Gauss y media pueden expresarse en funcién de los coeficientes de la primera
y segunda formas fundamentales en el punto p = X (u,v) como

eg — f?
EG— F?

=
S
I

K (X(u,v)) = K(u,v) = (u,v),

_leG+gE -2fF
2 EG - F?

(u,v).

2Véase la Seccién 1.2.
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Por otro lado, la siguiente relacién entre la traza de Af, y las curvaturas nos sera de utilidad
en el andlisis variacional de las superficies de Willmore:

Proposicion 1.1.8. Sea S una superficie reqular con curvatura de Gauss K y curvatura media
H. Sea A el endomorfismo de Weingarten asociado. Entonces

tr (A%) = 4H” — 2K.

tr (A)

Demostracion. Primero notamos que H = y K = det (A). Por otro lado, el polinomio caracte-

ristico de una matriz 2 x 2, M, viene dado por
Py (t) =t —tr (M) t + det (M) ,
por lo que el polinomio caracteristico de A es
Py(t)=t*—2Ht + K.
Ahora bien, el teorema de Cayley-Hamilton nos dice que
Py (A) =0,

lo que equivale a
A* —2HA+ Klg,5 =0,

A*=2HA - Kl s.
Tomando aqui la traza, obtenemos
tr (A%) =tr (2HA — KIr,5)
=tr (2HA) — tr (KIr,s)
=2Htr (A) — Ktr (Ir,s)
—4H? - 2K,

que es lo que querfamos ver. O

1.1.1. Los simbolos de Christoffel

Dada una superficie S y una carta (U, X) de S, las derivadas parciales segundas de la parame-
trizacién X son vectores tridimensionales, que no estan necesariamente en el espacio tangente a S, al
contrario que las primeras derivadas parciales. Es decir, en general tendremos X;; = aX, +bX, +cN,
pues {X,, Xy, N} es una base del espacio. Partiendo de este hecho y manipulando las distintas ecua-
ciones se puede alcanzar la siguiente relaciéon®, denominada férmulas de Weingarten:

Xuw =TH X, +T2, X, + eN
Xuw =T Xy + T3, X, + fN
Xou = I%lXu + Fngv + fN ’
X'uv = F%QXu + F%QX’U + gN

donde los coeficientes Ffj se denominan simbolos de Christoffel y vienen dados por:

Eu Ev Gu
(00 D)o (S ) (R & 72
', Iy 19 EG-F2\ -F FE w— S G G

3Para un desarrollo detallado, de nuevo remitimos al lector a [ l.
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1.2. Funciones sobre superficies

Definiciéon 1.2.1. Sea S una superficie regular, y f : S — R una funcién. Diremos que f es dife-
renciable en p si, dada una parametrizacion (U, X) tal que p € X (U), f es diferenciable vista como
funcion de R? en R. O sea, si la funcién

foX: U — R
(u,0) = (foX)(u,v)

es diferenciable en (u,v), con X (u,v) = p. Si f es diferenciable para todo p de S, diremos simplemente
que f es diferenciable.

Para calcular la diferencial de una funcién diferenciable f en un punto p aplicada a un vector
U del espacio tangente 7,5, lo haremos computando

siendo « : (—e,e) — S una curva que verifica a (0) =p y o/ (0) = .

La diferencial de una funcién definida sobre una superficie, al igual que ocurre con las funciones
de variables reales, nos proporciona informacién sobre su comportamiento. Tal y como sucede en el
contexto del andlisis, si una funcién alcanza un extremo relativo, entonces la diferencial en dicho punto
serd nula. Este resultado es el establecido en los dos siguientes teoremas, que podemos encontrar en

[MRS].

Teorema 1.2.2. Sea S una superficie reqular, y sea f : S — R una funcion diferenciable. Si f
alcanza un extremo relativo en pg, entonces dfp, = 0.

Demostracion. Vamos a comenzar calculando la diferencial de f en pg que viene dada por

dfpy © Tp,S — R
v = dfp, (0)

y para cuyo cdlculo tomamos « : (—¢,¢) — S una curva con « (0) = pg y « (0) = ¥ y hacemos

d

A () = 5
t=0

fla(t))

Supongamos ahora que f alcanza un maximo relativo en py, de forma que existe V' (pg) un entorno de
po de tal manera que f (p) < f (po), para todo p € V (py). Dado ¥ € T),S, existe o : (—e,e) — S con
a (0) = po,’ (0) = ¥, y podemos tomar ¢’ < ¢ verificando « (t) € V (py), para todo ¢t € (—¢’,&’). Se
tiene entonces que

fa(®) < f(po) = f((0)).
Si ahora llamamos h (t) == f («(t)), observamos que esta funcién real tiene un méximo en t = 0. Esto

implica que 0 = 1’ (0) = dfq(0) (o’ (0)) = dfy, (6), como querfamos ver.

El caso en que f alcanza un minimo relativo en pg, es analogo. O

También en superficies sucede que las funciones diferenciables con diferencial nula son cons-
tantes en cada componente conexa, tal y como sucede con las funciones reales.
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Teorema 1.2.3. Sea S una superficie reqular conexa, y sea f : S — R una funcion diferenciable.
Si df, = 0 para todo p € S, entonces f es constante.

Demostracion. Sea a € R con a € f(S) y definamos el conjunto

A={peS:f(p) =a}.

Si vemos que A = .S, habremos terminado. Utilizaremos el resultado de topologia general que asegura
que en un espacio topolédgico conexo, el tnico conjunto no vacio, abierto y cerrado es el espacio total.

Primero, claramente A # (), pues a € f (5).

Segundo, A = f~! ({a}) es la preimagen por una aplicacién continua de un conjunto cerrado,
luego es cerrado.

Por dltimo, veamos que A es abierto. Sea p € Ay (U, X) una carta tal que p € V = X (U)
con U conexo. Si probamos que V' C A, habremos acabado. Asi, sea (u,v) € U, entonces

d(f © X)) = dfx(w0) © dX(u0) =0,

puesto que dfx(y,y) = 0, por hipdtesis. Como fo X : U C R? — R es una funcién real con diferencial
nula en U, entonces f o X es constante. Por tanto, f o X = a en U. Consecuentemente, f = a en
X (U) =V y entonces V C A, como queriamos ver. O

En este punto podemos ya probar el Teorema 1.2.4, que volvemos a enunciar:

Teorema 1.2.4. Sea S una superficie reqular, orientable, conexa y totalmente umbilical. En-
tonces S es un trozo de esfera o un trozo de plano.

La demostraciéon de este resultado ha sido extraida de | l.

Demostracion. Como todos los puntos de S son umbilicales, se tiene k; (p) = k2 (p) para todo p € S.
Esto quiere decir que H (p) = k; (p) = k2 (p) y el operador forma A, puede escribirse como

o (10 4y )3 8) <0

en cualquier p € S. Queremos ver en primer lugar que la funcion H : S — R es constante.

Asi, sea p € Sy (U,X) una carta de S en p, con X (u,v) = p. Consideremos la base del
espacio tangente {X,, (u,v), X, (u,v)}. Tenemos

dH, (X, (u,0)) = L

Sl woay ),

t=0

donde « (t) = X (u + ¢, v). De esta manera

dH, (X, (0, ) = &

:dt (HOX)(U—!—t,’U):(HOX)U(U,U).

t=0

De igual manera se obtiene
dH, (X, (u,v)) = (Ho X), (u,v).
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Ahora bien, como A, = H (p) - I1,s, entonces

(H o X) (u,v) - Xy (u,v) =H (p) Xy (u,v) = A
= AN, (X, (1,))

(Xu (u,v))
— (N oX), (u,v).

=

Esto se verifica para todo (u,v) € U, luego
—(HoX)X,=(NoX),
en U.
De igual forma se tiene — (H o X) X, = (N o0 X),..

Derivando estas dos identidades, la primera respecto de v y la segunda respecto de u, obte-
nemos

(NoX),,=—(HoX), Xy — (Ho X)Xy,
(NoX),,=—(HoX), X, — (HoX) Xy,

Pero, puesto que las derivadas cruzadas coinciden, podemos restar ambas identidades, obteniendo que
~(HoX), Xy, +(HoX),X,=0.

Ahora bien, {X,, X,} es una base de 7,5, luego una combinacién lineal nula de estos vectores debe
tener todos los coeficientes nulos. Es decir, que se tiene

(HoX),=(HoX),=0

en U y, en consecuencia, dH, (X, (u,v)) = dH, (X, (u,v)) = 0 para todo p € X (U). Esto implica
que dH, = 0, y como S es conexa, podemos concluir que H = c para cierta constante real ¢, por el
teorema anterior.

En este punto podemos distinguir dos casos:
1. Caso c=0.

En este caso, H = 0 y el operador forma es la matriz nula

0 0
w=(h0)

de manera que dN, = 0. Este hecho, sumado a la conexién de S, implica que N : S — S?
es constante: N = @ € S?. Definimos la funcién ¢ (p) = (p,@) para p € S. Si vemos que ¢ es
constante, podremos concluir que S esta contenida en un plano ortogonal al vector a.

Sea entonces v € TS y vemos que

Iy (@)= 5| @ea))= 4| (a2

t
=(d/(0),a) = (v,a) =0,
donde « es una curva en S con condiciones iniciales p y . La ultima igualdad se debe a que

v € T,S y d es normal a S. De nuevo, la conexiéon de S nos proporciona lo que buscdbamos: ¢
es constante y, como hemos explicado, S es un trozo de plano.
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2. Caso ¢ # 0.

En esta ocasién definimos la funcién ¢ : S — R? dada por ¢ (p) = p—{—%N (p), que es diferenciable.
Si vemos que ¢ = @ € R3 para un vector fijo @, entonces tendremos que, para todo p € S se
verifica

. 1
p—a= —-N (p) )
c
que tomando médulos nos proporciona
1
112

—da|I" = =.
lp —all” =

Es decir, todos los puntos p de la superficie S distan lo mismo del punto a = @, que es el vector
anterior visto como punto del espacio. Esto no es ni méas ni menos que decir que S es una
circunferencia de centro a y radio % Por tanto, tratemos de ver que ¢ es constante.

Calculemos, para ello, su diferencial:

donde, de nuevo, o es una curva en S con condiciones iniciales p y U. Asi

d
dpp (U

1
)= p

(poa)(t) =T -
t=0
1 o
=0—=.-c-U=0—-7=0
C

Ap(7)

Otra vez, la conexién de S nos da el resultado deseado.

1.2.1. Operadores diferenciales sobre superficies

Esta subseccién estd basada en | I, 1 Iy ].

Un concepto interesante en relacién con la diferencial de una funcién real definida en una
superficie es el de gradiente. Lo vemos en esta definicion:

Definicion 1.2.5. Sea S una superficie regular, y ¢ : S — R una funcién diferenciable. El gradiente
de ¢ es la aplicacién diferenciable V¢ : S — R3, que asocia cada p € S con el tinico vector V¢ (p) € T, »S
que verifica

(Vo (p),0) = doyp (0)
para todo v € T},S.

Observacion 1.2.6. Para ver la unicidad de V¢ (p), supongamos que existe 4 tal que (4, 7) = d¢, (),
para todo v € T,,S. Entonces

(@, 0) = (Vo (p),v) =0 & (@ =V (p),v) =0,

pero esto se verifica para todo vector ¢ del espacio tangente, luego debe ser @ — Vo (p) = 6, o}
equivalentemente, @ = V¢ (p).
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Ahora vamos a ver una forma de calcular explicitamente el gradiente de una funcién definida
sobre una superficie, siempre y cuando dispongamos de una parametrizacién de la misma. Esto se debe
a que vamos a obtener la expresion del gradiente de una funcién de la que conocemos su expresion en
coordenadas respecto de una parametrizacion dada.

Teorema 1.2.7. Expresion en coordenadas del gradiente.
Dadas una superficie S, una carta (X,U) de S y una aplicacion ¢ : S — R, el gradiente de ¢
en p = X (u,v) puede expresarse en funcion de (u,v) como

ouG — o F 8X( )+ oo — oy F aiX( )
EG — F? ’ EG—F2 ) oy "0V

Vo (s) = Vi (o) = s

donde ¢ : U — R es la expresion en coordenadas de ¢, es decir, p = po X.

.

Demostracion. Primero, dado que V¢ (p) € T),S, tendremos
Vo (p) = aXy (u,v) + bX, (u,v)
y estaremos por tanto interesados en calcular a y b.
En particular, si tomamos (u,v) = X ! (p) € U, tendremos

(Vo (p), Xy (u,v)) =(aX, + bX,, Xy) (u,v)
=aF (u,v) + bF (u,v),

(Vo (p), Xy (u,v)) = (aXy + bXy, Xy) (u,v)
=aF (u,v) + bG (u,v).

Por otro lado, podemos aplicar la definicién del gradiente, obteniendo
(Vo (p), Xu (u,v)) =d¢p (Xu (u,v)),
pero tenemos que ¢ = ¢ o X, y podemos hacer
do(up) = d (¢ 0 X) () = dOX (uw) © AX(uw) = ddp 0 dX (4 ),

en particular
0
S (wv) = dp(u (1,0) = doy 0 dX () (1,0) = ey (X, (u,v).

Es decir, que 5
(V6 (p) . X (u,0) = 57 (u,0) = pu (u,)

y de igual manera obtenemos

(V6 (5), X, (,0)) = 98 (u,0) = o0 (w,0)

por lo que tenemos
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(Fe)(0)=(2)
(0)-zmm (5 2 )(2)

y entonces a (u,v) = BO_ 2 (u,v) y b(u,v) = BO_F? (u,v), tal y como queriamos ver. [J

o en forma matricial

Por lo tanto

Notemos que en la definicién de gradiente decimos que es una aplicacion diferenciable, aunque
solo hemos visto lo que esto significa para funciones reales sobre superficies, y esta toma valores en
el espacio euclideo. Este tipo de aplicaciones se conocen como campos de vectores, que definimos a
continuacion.

Definicion 1.2.8. Dada una superficie regular S, un campo de vectores sobre S es una aplicacion
F:S —R3 que a cada punto p € S le asigna un vector F (p) € R3.

Un campo de vectores se dice que es diferenciable en p si, dada una parametrizacién (U, X)
con p € X(U), F es diferenciable vista como funcién de R? en R3. O sea, si

FoX: U — R
(u,v) — (FoX)(u,v)

es diferenciable en (u,v) tales que X (u,v) = p. Si F' es diferenciable para todo p de S, diremos que
F es un campo de vectores diferenciable.

Un campo de vectores es tangente a la superficie S si, para todo p € S, se verifica F' (p) € T,,S;
por el contrario, se dird que es normal si (F'(p),v) = 0, para todo ¢ € T),S. El conjunto de todos los

campos de vectores tangentes a S se denota X (S) y el de los normales (X (S))™.

Ejemplo 1.2.9. El gradiente es un campo de vectores tangente, para cualquier funciéon diferenciable

f.

Ejemplo 1.2.10. La aplicacién de Gauss, N : S — S? C R?, que a cada p € S, le asocia el vector
normal a la misma (elegida una orientacién), es un campo de vectores diferenciable y normal a S.

Notemos en este punto que si un campo de vectores es diferenciable entonces podemos pensar
en calcular su derivada, y nos daremos cuenta rapidamente de que esta derivada es mas compleja que
la vista para funciones reales, por el simple hecho de que obtendremos un nuevo campo de vectores,
y serd interesante estudiar la relacion de las derivadas con nuestra superficie. Concretamente, nos
centramos en el estudio de la diferenciabilidad de los campos tangentes.

Definicién 1.2.11. Sea F' € X (S) un campo de vectores diferenciable y tangente a S. Para cada
p € S, definimos la derivada usual del campo respecto a un vector ¥ € 7),S como

i, = 5| Fla).

donde, de nuevo, a : (—¢,e) — S es una curva con o (0) =p y o/ (0) = .

Y en este punto vemos que esta derivada puede darnos cualquier vector del espacio, por lo que
podria parecernos interesante (y realmente lo es), separarlo en sus componentes tangente y normal a
la superficie. La parte tangente de la derivada usual se denomina derivada covariante.

10
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Definicién 1.2.12. Sea F' € X (S) un campo de vectores diferenciable y tangente a S. Para cada
p € 9, se define la derivada covariante del campo respecto a un vector ¥ € 7,5 como

DyF)y = (de (27))T .

Observacion 1.2.13. Se da la igualdad
dF, (¥) = DgF, + (dF, (7)™ = DgF, + X (p,7) - N (p),
siendo A (p, ¥) un escalar.

Por otro lado, como N (p) es unitario, obtenemos que

0
(dFy (V), N (p)) = (Dp5sN D)) + A (p, 0)

es decir,
A(p,¥) = (dF}, (V) , N (p)) ,

y podemos calcular la derivada covariante mediante la expresién

DsFy = dF, (¥) - (dF, (), N (1)) - N (p).

Estamos ya en condiciones de explorar los operadores divergencia y laplaciano. Un estudio
profundo de estos operadores queda fuera de la érbita de objetivos de este texto, aunque se van a
proporcionar sus definiciones y ciertas propiedades béasicas en aras de completitud, ya que el laplaciano
de la curvatura media aparecerd en el andalisis variacional del funcional de Willmore. Mas atin, aparecerd
en la formula que caracteriza las superficies de Willmore como puntos criticos del funcional.

Definicién 1.2.14. Sea S una superficie regular, y F' € X (S) un campo de vectores tangente a S.
Para cada p € S, definimos la divergencia de I’ en p como la traza de la aplicacién lineal

DF(p): T,8 — T,S
il — Dng’

que lleva cada vector del plano tangente en p a la derivada covariante en p de F' con respecto a v. Este
operador se denota por divF', es decir

divF(p) = tr (DF(p)).

Observacion 1.2.15. Sabemos que la curvatura media H (p) de una superficie S en un punto p es

H (p) = — 5tx (dNy)

y, como ||N (p)|| = 1, entonces se tiene que (N (p),dN,v) = 0, para todo v € T},S. Esto quiere decir
que DyN, = dN, (U), para todo ¥ € T,,S y, en consecuencia, es

H (p) = —5div (N (7))

En este caso, y aunque la definicién de div se ha dado para campos tangentes, tiene sentido calcular
div(NN) porque dN,, : T,,S — T,,S al ser (N, N) = 1.

11
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Por otro lado, el laplaciano es el caso particular de la divergencia en la que el campo F' coincide
con el gradiente de una funcién diferenciable f:

Definiciéon 1.2.16. Sea f : .S — R una funcién diferenciable, se define el laplaciano de f en S, para
p € .5, como

Af(p) =div(Vf(p)).

Proposicion 1.2.17. Expresiéon en coordenadas del laplaciano.

Sea S una superficie reqular y ¢ : S — R una funcion diferenciable. Sea (U, X) una carta de S.
Entonces, st p = ¢po X es la expresion en coordenadas de ¢, la expresion en coordenadas de la
funcion A¢ viene dada por

_ G 8280 1 Op 2 Op
ApeX =pa_po {8712 - (F“aquF“avﬂ

__2F o 16ﬁ+r2aﬁ
EG — F? | udv 1294 1250

E 8290 1 Op 9 Op
T EG_ P [aqﬂ - <F228u+r223v)] '

Este resultado lo utilizaremos en el analisis variacional del funcional de Willmore, pero su
demostracién excede los objetivos de esta memoria. El lector interesado puede consultarla en | -

1.3. Aplicaciones entre superficies

De igual modo que definimos funciones cuyo dominio es una superficie, podemos plantearnos
la tarea de definir funciones que vayan de una superficie en otra y estudiar su diferenciabilidad. Esta
seccién estd dedicada a recordar definiciones y resultados basicos de este tipo de aplicaciones, que
seran utilizados a lo largo de la memoria.

Comencemos, pues, con la definicién de una aplicacion diferenciable entre dos superficies, de
nuevo basada en el desarrollo de | -

Definiciéon 1.3.1. Sean Sy y So superficies regulares y F' : S; — S5 una aplicacién. Diremos que F
es diferenciable si, para todo p € S y cualesquiera cartas (Uy, X1) de S; en p y (U2, X3) de Sy en
F (p), la expresién en coordenadas de F,

F = Xy Lo FoXy,
es diferenciable en el sentido ordinario sobre un abierto U C R2.

Equivalentemente, se puede decir que F es diferenciable si la aplicacién i o F' : S — R3 es
diferenciable, siendo i : So — R? la inclusion.

Observacion 1.3.2. La demostracién de esta equivalencia puede consultarse en | ]

Observacion 1.3.3. Para que F sea diferenciable~ basta que, para todo p € S, existan cartas (U, X1)
de Sy en py (Us, X2) de Sg en F (p), tales que F = X;l o F o X; es diferenciable en U; C R2.

Este concepto de aplicacién diferenciable entre superficies nos permite estudiar cierta equi-
valencia entre superficies: la difeomorfia. La idea es reforzar el concepto de un homeomorfismo entre

12
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espacios topologicos, anadiendo la componente diferencial inherente a los estudios geométricos de las
superficies. Intuitivamente, dos superficies son difeomorfas cuando podemos transformar una en la otra
sin cortar ni unir trozos (esto nos lo da el homeomorfismo) y sin modificar la suavidad de la superficie
(la caracteristica que anadimos al obligar a que la transformacién sea diferenciable). De forma més
precisa, se define como sigue.

Definicién 1.3.4. Una aplicacién F' : S7 — So entre dos superficies regulares es un difeomorfismo
si F' es un homeomorfismo entre S; y So y tanto F' como F~! son diferenciables.

En caso de que F' sea un difeomorfismo, diremos que S es difeomorfa a Ss, y se denotara
S1 ~ Ss.

Observacion 1.3.5. La relacion «ser difeomorfas» es una relaciéon de equivalencia.

Vamos a ver un resultado de gran interés, pues establece que si tenemos una aplicacion di-
feomorfa entre abiertos del espacio euclideo y en el dominio nos restringimos a una superficie regular
contenida en el primer abierto, entonces la imagen de esta superficie regular, serd también una su-
perficie regular contenida en el codominio del difeomorfismo. Los dos siguientes teoremas, junto con
muchos otros resultados relacionados, pueden consultarse en | -

Teorema 1.3.6. Sean Vi, Va C R3 abiertos y ¢ : Vi — Vi un difeomorfismo. Si S1 C Vi es una
superficie regular, entonces So = ¢ (S1) es una superficie reqular.

Demostracion. Sea (U, X) una carta de S;. Si vemos que (U,¢ o X) es una carta de Sz, habremos
terminado. Primero, X (U) C S; implica (¢ o X) (U) C ¢ (S1) = Sa2. Después, ¢ o X es diferenciable,
por ser composicién de diferenciables; (¢ o X )71 = X' o ¢! es continua, por ser composicién de
continuas; y dado ¢ € U, d (¢ o X) (q) = dpx(q) © dX, es inyectiva, por ser composicién de inyectivas.

Asi, (U, ¢ o X) es una carta de So y tenemos el resultado. Ol
Los difeomorfismos también se comportan bien respecto al plano tangente, transformando

el plano tangente de la superficie origen en el plano tangente de la superficie destino a través de su
diferencial:

Teorema 1.3.7. Sean Vi, Vs C R? abiertos, ¢ : Vi — Va un difeomorfismo, S1 una superficie y
S = ¢ (S1). Entonces
Typ)S2 = dop (TpSh) -

Demostracion. Sabemos que
Ty S = {7 € B existe : (~2,€) = 52, 8(0) = 6 (p), 8 (0) = 7},

y vamos a ver primero que dg, (1,S1) C Ty, Se. Para ello, sea ' € T),51, de forma que existe a :
(—e,e) = S1 con a(0) = py o (0) = 9. Definimos 3(t) = ¢ (a(t)) : (—e,&) — Sa, que verifica
B(0) =¢(a(0)) =)y B (0) = doa (& (0)) = dop (v) € Ty(,)Sa. Por tanto, tenemos la inclusién

d¢p (TpSl) C T¢(p)SQ.

Pero, ademas, como ¢ es un difeomorfismo, entonces d¢, es un isomorfismo lineal, eso quiere
decir que dim (d¢, (7,51)) = 2, y queda demostrada la igualdad entre ambos planos tangentes. O
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1.4. Integracion en superficies

Vamos a terminar este capitulo introductorio recordando el concepto de integracién sobre
superficies, que es central para estudiar el funcional de Willmore y sus propiedades.

Dada una funcién real definida sobre una superficie ¢ : S — R y dada una carta (U, X) de S,
podemos tomar la expresién en coordenadas de ¢, ¢ = ¢ o X, de forma que podemos integrar ¢ de la
forma usual y parece razonable y natural pensar que, de alguna forma, la integral de ¢ sobre X(U)
debe definirse de forma que coincida con la integral de ¢ sobre U, que sabemos calcular. Esto sucede
asi con una salvedad, y pasa por aplicar la formula del cambio de variable, a partir de la cual aparece
el elemento de area, que mide cémo varia la superficie X (U) respecto de U. Vamos a ver esto ahora
con precision, adaptando el contenido desarrollado en | .

Definicién 1.4.1. Sea S C R? una superficie regular y orientada, con aplicacién de Gauss N. Se
denomina elemento de area de S en un punto p € S a la aplicacién

dS(p) : T,SxT,S — R
(U, W) —  det (0,4, N (p)).
Observacion 1.4.2. dS (p) es una forma bilineal antisimétrica.

Observacion 1.4.3. Calculemos el elemento de area sobre los vectores de la base del espacio tangente

{X., X,}, dada la carta (U, X). Sera
ds (p) (Xu (uv v) , Xo (u7 U)) =det (Xu (uv U) , X (uv v) N (p))

Xu N Xy
=det (Xu (u,v), Xy (u,v), TXu Aol (u, U))

1
= det (X, (u,v), Xy (u,v), Xy A Xy (u,v
1 X0 A X[ (u, ) (%u (,0), Xo (,0) (.0))
1
= Xu N Xy (u,v), Xy AN Xy (u,
X A Xl a0y e Kl XA X ()
= | Xu A Xoll (u,v)

=V EG — F? (u,v).

Intuitivamente, esto significa que por cada unidad de drea de U, hay v EG — F? (u,v) unidades
de drea en X (U). Compaérese este hecho con lo que sucede al hacer, por ejemplo, un cambio de variable
lineal, dado por una matriz cuadrada M, que varia la unidad de area del espacio de salida en una
cantidad de det (M) unidades en el espacio de llegada. De esta forma, podemos utilizar el elemento
de drea para calcular el drea de una superficie (siempre que esta esté acotada). Veamos cémo.

Definicidén 1.4.4. Se define una regién R C S como un subconjunto conexo y relativamente compacto
cuya frontera es una unién finita de curvas regulares homeomorfas a S'.

Definiciéon 1.4.5. El area de una region R C S viene dada por la expresién
A(R) = / V EG — F?dudv,
X-1(R)

donde (U, X) es cualquier carta tal que R C X (U).
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Jose Antonio Lorencio Abril 1.4. INTEGRACION EN SUPERFICIES

Ejemplo 1.4.6. Area de una esfera

Calculemos para ilustrar esta definicién el drea de la esfera S? (r), r > 0. Tomamos la para-
metrizacion
X (0,¢) = (rsinpsinf, rsin g cos @, r cos p) ,

donde U = (0,27) x (0, 7). Obtengamos, entonces, el elemento de area. Se tiene
Xp = (rsingcosf, —rsinpsinf, 0),
X, = (rcospsing, rcospcosf,rsing),

E =r?sin? o,

F =0,
G =r.
Luego
dS =/ EG — F2dfdyp = \/r4sin® pdfdy = 2 sin pdfd,
y entonces

2 ™ s
A(R) = /0 /0 r? sin odpdd = 27r7“2/0 sin odp = 4712,

Por 1ltimo, introducimos la integral de una funcién real definida sobre una superficie.

Definiciéon 1.4.7. Dada f : S — R, donde S es una superficie regular orientada, se define el soporte
de f como el conjunto

sop (f) =cl{peS: f(p) #0}.

Este soporte normalmente lo supondremos compacto, para poder realizar integrales sin preo-
cuparnos de que la integral sea indefinida y diverja.

Como adelantdbamos, es natural definir el valor de la integral de f sobre S como la integral
de la expresién en coordenadas de f, f, sobre U, pero teniendo en cuenta la variacién inducida por la
transformacién X.

Definiciéon 1.4.8. Sea f : S — R una funcién con soporte compacto, definida sobre una superficie
regular orientada S, y una carta (U, X) tal que sop (f) C X (U). Se define la integral de f en S

como /Sfds _ //U (f 0 X) (u,v) VEG — F2dudo,

siempre y cuando la integral sobre U C R? esté definida.

Observacion 1.4.9. Esta definicién es independiente de la parametrizacion escogida.
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Jose Antonio Lorencio Abril

Capitulo 2

El funcional de Willmore

2.1. Definicion y primeros resultados

Sea S C R? una superficie regular, compacta y orientable. Definimos el funcional de Will-
more de S como

W (S) = / H?dS,
S
donde H es la curvatura media en cada punto de S y dS representa el elemento de area de la superficie.

Mas generalmente, si denotamos por SCO (]R3) al conjunto de las superficies compactas y
orientadas en R3, podemos definir

W: 5CO (R%) —s R
s = W(S) = [, H%dS.

De esta forma, podemos ahora definir una superficie de Willmore como aquella que es un punto
critico de W. Por tanto, serd interesante usar las técnicas del cdlculo variacional para ver las caracte-
risticas esenciales de estos tipos de superficies. Un hecho interesante es que W tiene un minimo global
vy que, ademas, es conocido, como se demuestra en el siguiente teorema, precedido de un lema sencillo:

Lema 2.1.1. Sidada S € SCO (R™) definimos ST := {p € S|K (p) > 0}, entonces la aplicacion
de Gauss N : S — S? restringida o ST es sobreyectiva.

Esta demostracién ha sido adaptada de | ].

Demostracion. Sea d € S? y
f+ 85 — R
p = (pa).
Como S es compacta, entonces existen dos puntos pg,p1 € S tales que f(pg) = méx{f (p)|p € S}

y f(p1) = min{f (p) |p € S}. Vamos a calcular df, : T,S — R. Para ello, dado ¢ € T,,S, tomamos
a: (—e,e) = S una curva regular con « (0) = py o’ (0) = ¥, de forma que
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CAPITULO 2. EL FUNCIONAL DE WILLMORE Jose Antonio Lorencio Abril

Por lo tanto, tenemos que

df, =0 <= (¥,d) =0, paratodo v € T, <= N (p) = *a.
Por el Teorema 1.2.2 se tiene que df,, = df,, =0, y dependiendo de la orientacion elegida tendremos
N (po) =d o N (p1) =ad.

Falta por tanto comprobar que en el punto en que esto sucede la curvatura de Gauss es no
negativa. Supongamos sin pérdida de generalidad que N (pg) = d@. Y ahora, dado ¥ € T),,S y « (t) una
curva regular como la de antes, definimos h : (—e,¢) — R dada por h(t) = f(a(t)) = («a(t),a). En
este caso, tenemos que h’ (0) = 0, por lo visto anteriormente, y que h (0) <0, pues nos encontramos
en un maximo de h. Por tanto, para cada v € T, S se tiene

02" (0) = (o (0), N (o)) = (0" ()T +a” (0)", N (p0)) (2.1)
= (@ (0", N (po) ) = {ku (@) N (po) . N (o)) = b (©) (2:2)

Es decir, que k, < 0 para todo ¥ € T,S. En particular, esto se verifica para las direcciones principales,
por lo que k1, ko < 0 y entonces
K (po) = kik2 > 0

y queda probado el resultado. ]

Teorema 2.1.2. Dada S € SCO (R3), entonces se verifica
W (S) > 4n

y se da la igualdad si, y solo si, S = S%(r).

La siguiente prueba ha sido adaptada de | ]
Demostracién. Sea ST la parte de S con curvatura K no-negativa. Por un lado, tenemos que
W (S) = / H?*dS > [ H*dS.
S S+
Ademas siempre se verifica que

4 4 4 -7

HQ_K:<k1+kz)2_klk2:k%+2k1k2+k2—4k1k2 k2 — 2kiky + k2 (k1 — ko)?

por lo que es H? > K, y podemos aumentar la cadena de desigualdades a

W (S) = / H?dS > | H?*dS> | Kds.
S St S+
Maés aun, podemos ver la integral de la curvatura de una superficie sobre un subconjunto de esta como
el drea esférica de la imagen de la aplicacién de Gauss, contada con multiplicidad. Es decir, que dado
R C S un subconjunto abierto de S tal que Njg : V — N (V) C R? es un difeomorfismo entre R y su
imagen esférica, se verifica por el teorema del cambio de variable que

/ KdS = Areago (N (V)),
v

18
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y si la aplicacién Njp no es inyectiva, entonces el drea estara contada con multiplicidad, y serd

[, KdS > Areagz2 (N (V)). En nuestro caso, por el lema anterior sabemos que Njg+ es sobreyecti-
va, pero no tiene por qué ser inyectiva, por lo que tenemos que

KdS > Areagz (N (S+)) = Areagz (82) = 4.
S+
Asi, obtenemos que
W (S) > 4,
y queda probada la primera parte del teorema.
Ademss la igualdad W (S) = 47 se dard si, y solo si, H? = K en todo S, si, y solo si, k1 = ka,en
todo S. Es decir, que se da la igualdad si, y solo si, la superficie es totalmente umbilical. Pero por el

Teorema 1.2.4 las superficies totalmente umbilicales son trozos de plano o de esfera. Como la superficie
es compacta, debe ser una esfera completa. ]

Podemos, a modo de ejemplo, calcular directamente el funcional de Willmore de una esfera:
Ejemplo 2.1.3. El funcional de Willmore de la esfera.

Sea S? (r) la esfera de radio r > 0. Para calcular su funcional de Willmore, podemos parame-
trizar la esfera mediante la carta (U, X), siendo

U =(0,2m) x (0,7)

X (0,¢) = (rsinpsinf, rsinpcosf,rcosp) .
Esta carta cubre toda la esfera salvo un semimeridiano, por lo que las integrales sobre la esfera y
sobre X (U) coinciden. Ademas, la esfera tiene curvaturas principales constantes e iguales a +—, y se
r

) _ 1

verifica, para todo p € S(r), que H (p) —- Tal y como hicimos en el Ejemplo 1.4.6, el elemento de
r

area de la esfera es

dS =V EG — F2dfdy = \/r*sin? pdfdp = 12 sin pdfdp.

Por lo tanto, tenemos que

™ 2T
W (S (r)) :W(X(U)):/X(U)H(p)QdS:/O /O ir%ingaded@

r2

s
:271'/ sin pdp = 27 [—cos |y = 2m(1+ 1) = 4.
0

El caso general presenta mucha mayor dificultad, y de hecho el caso de las superficies con
género 1 es el que dio lugar a la famosa conjetura de Willmore. De entre estas superficies, la més
simple en la que podemos pensar es el toro de revolucién. Podemos, otra vez, calcular el valor del
funcional de Willmore para este tipo de superficies, aunque en este caso el valor dependerd de la
proporcién entre el radio mayor y menor.

Ejemplo 2.1.4. El funcional de Willmore de los toros de revolucion.
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Sean 0 < r < R los radios menor y mayor del toro de revolucién, T (r, R), de manera que
puede parametrizarse mediante la carta (U, X) siendo U = (0,27) x (0,27) y

X (0,¢) = ((R+rcosf(cose, (R+rcosf)sinp,rsinf).

En esta ocasién, dos circunferencias quedan excluidas de la parametrizacién, pero esto no influye en
la integral. Pasamos a obtener los coeficientes de la primera fundamental:

Xy = (—rsinfcos p, —rsinfsin p, r cos ) ,

X, =(—(R+rcosb)sinp, (R+rcosh)cosy,0),
E :7“2,

F =0,

G =(R+rcosh)?.

El elemento de area queda

dS =V EG — F2dfdp = r (R + rcos 0) didp.

En esta ocasion, la curvatura media no es constante, y debemos calcularla. Para ello, obtenemos los
coeficientes de la segunda forma fundamental y la calculamos mediante la férmula

_ 1eG+gE—2fF

H
2 EG-F? '~

pero antes debemos obtener el vector normal y las derivadas parciales segundas:
i j k
XoNX, = —rsin @ cos —rsinfsin g r cos 6
—(R+rcosf)sing (R+rcosf)cosy 0
=(—r(R+rcosf)cosbcosp,—r(R+rcosh)cosfsinp, —r (R + rcosf)sinb)

=—1r(R+rcosf) (cosfcosp,cosfsiny,sinb);

| Xog A Xy| =r (R +1cosb) \/00829cos2g0—|—0082951n2<p—i—sin29:r(R—l—rCOSH).

Por tanto
Xo A ch

’XB /\ch’ a

Por otro lado, para las derivadas parciales segundas obtenemos

N = (— cos B cos p, — cosfsinp, —sin ) .

Xpo = (—rcosfcosp,—rcosfsinp, —rsinb),
X = (rsinfsin g, —rsinf cos ¢, 0),
Xop =(—(R+rcosb)cosp,— (R+rcosh)sing,0).

De este modo, los coeficientes para la segunda forma fundamental son
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Podemos ya obtener la curvatura media, aplicando la férmula descrita anteriormente,

H_ly‘(R—krcos@)\‘y\—i—chosH _ 1 R+2rcost
2 rz(R%—rcosH)\‘?\ 2r(R+rcosf)’

y su cuadrado es

o 1 (R + 2rcos 0)?
472 (R +rcosf)?

Asi, el integrando del funcional de Willmore en este caso viene dado por

R + 2r cos )?

7 (R +4+c0S0) —_—
b) dody 4r (R + rcos ) dhdsp.

1 (R+ 2rcosh)?
4,7 (R4 rcosf)

H?dS ==

Estamos ya en disposicién de calcular el valor buscado

27 (27 (R 4 27 cos 0)?
2
W (T (r, R)) = /HdS / / s didy

2™ (R + 2r cos f)?
4r 0 R+ rcosd
:7T/27T (R+2rcos€)2d9
2r R+ rcosd

En este punto, estamos interesados en el calculo de esta tltima integral, que no es trivial. Teniendo
en cuenta que 0 <7 < R, llamamos a = 7, de manera que 0 < a < 1, y podemos expresar la integral
anterior como

1
(2™ A5 (R+ 2rcosh)?

W(’]I‘(T,R)):%/ R

0 gz (R+r7cosh)

. 2™ (14 2a cos 6)? g 2™ (14 2acosf)?
_27“ 0 E(]__|_a(3059) _2CL 0 ].—{—(ZCOSG

de.

Para hacer este calculo, primero vamos a obtener una primitiva del integrando, simplificando un poco la
escritura. Comenzamos reescribiendo el integrando llevando los cosenos a tangentes, es decir, teniendo
1—tan? g .
1+tan? % o

en cuenta que cosf =

»
N[ D

»

N————
N———
[
U
>
—
[\
w
~—

1-ta
/ (1+ 2acos€)2d9 / (1 +2a <1+tan

14+ acosf (
a
1+tan

En (2.3) podemos aplicar muy ficilmente el cambio de variable de la tangente del angulo

—
N
]
=]

—_
+

N—

SIS
DIDPD | o]

medio:
o @ sec (%) 2 x 2
t=tang — dt= dd — df = — (g)dt tQHdt
2 sin? v 1 2 : 4
donde * se debe a que tan® (v) + 1 = oy t 1=, =sec®v, aplicado a v = 3
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Asi, (2.3) queda como

1420 (22)) (14142 +2a (1 - 12))?
(2.3):/( H(:;)) 1ft2d /<ﬂ>Z el J/‘;%dt (2.4)

1+ t% 4 2a (1 —t?)) (2a—1)t*—2a—1
:2/ (14 1% +2a / a—1) ¢ ) dt. (2.5)
(1+12)? (1+t2+a(1—t2 (1+2)?(1—a)t?+1+a)

Notemos en este punto que tan : (—g, g) — (—00,00), y nuestro angulo es § € (0,27), por lo
que debemos camblar los limites de 1ntegracic’)n. Sea ¢ () el integrando del funcional, de forma que
W (T (r R)) = 0 ( )d = [;g(0)do + |- T g (0) df. Aqui, al hacer el cambio, obtendremos que

g6 t) dt, siendo t el nuevo mtegrando y que 2 g(0)do = E h(t)dt. Esto lo
0 0 00
usaremos mas adelante

En este punto, vamos a hacer una descomposicion en fracciones simples, de forma que tenemos

A . B ¢ (2a-1)#—2a-1)
(I=a)2+14a) 1+ (142 1+ (1—a)2+14a)

0, equivalentemente
A+’ +B(1-a)P+1+a) 1+ +C(1—a)t? +1+a) =((2a—1)#* —2a - 1)°.
Para t = ¢, obtenemos
C(—1+2a+1):(1—4a—1)2 <~ 24C = 160> < C = 8a.
Para t = 0,
A+(1+a)B+8a(a+1)=(2a+1)* — A+ (a+1)B=—4a’>—4a +1.

Y parat =1,
4A+4B+16a=4 < A+ B=1—-4a < A=1—4a— B.

Sustituyendo este valor en la ecuacién anterior, obtenemos que

1—4a>B + aB¥B = —4a®> —4a+T < B = —4a

Asi, sabemos que
A=1.

Por lo tanto, nuestra integral queda como

1 4a 8a
2.5) =2 —
(25) /((1—a)t2+1+a t2+1+(t2+1)2)dt

1 1 1
=2 dt — dt +16a | ———at.
/(1a)t2+1+a Sa/t2+ i 6a/(t2+1)2

Integrales que vamos a resolver por separado. Para la primera, vamos a realizar la sustitucién

1—
z =4/ at—>t:\/1+az—>dt:\/1+7adz,
14+a 1—a 1—a
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l—a
donde notamos que 177 > 0. Queda, entonces

/ 1 gt / 1 /1+ad
— Z
(1—a)t2+1+a (1_a)<1+a)22+1+a 1—a

l—a

_ /1+a/ 1 o
l—-a) (14+a)224+1+a

_ /1+a/ 1 &
l—a) (1+4+a)(2?2+1)

B 1 / 1
Vito(-a) Z+17

1
=————arctan (z)

V1 —a?
B 1 ¢ 1—at
—ﬁarc an m .

La segunda integral es, directamente, la funcién arco tangente de t:

1
/ mdt =arctant.

Para la tercera integral, utilizando la técnica de reduccion

[ gt = gt [ :
(A2+B)""  2B(n—1)) (A2 +B)"" 2B (n—1) (A2 + B)"

para A =B =1y n = 2, obtenemos la solucién a nuestro problema:

1 1 1 t
[ -
(t2+1) 2/ t2+1 2(t2+1)
1
ziarctant—i-

22+ 1)

Juntando toda esta informacion, obtenemos que la antiderivada buscada es

2 [1—a 1 t
marctan( Mt> —W"_ 16a (W‘f’ W) +C

2 ‘ l—at n 8at L C
= ——— arctan .
1—a? 1+a t2+1

Y solo queda calcular la integral definida para obtener el funcional de Willmore, recordando la nota
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anterior:

[e.e]

s 2 1—a Sat
W (T L
(T (r,R)) 5 [ T 5 arctan ( 1 t) + o i

0
+7T 2 ¢ 1—at + 8at
— | ———arctan
2a | 1 — a2 Vi+a t2+1

—0o0

(2 TN\ O_L(_z)
20 \V/1—aZ2 2a Vi—az \ 2
T 2T

"2 Vv1—a?
2

Cavl—a?

Como adelantdbamos, el valor del funcional de Willmore de T (7, R) depende de la proporcién a = 4,
por lo que ahora podemos plantearnos si existe una proporcién entre ambos radios que nos dé el
«mejor» toro de revolucién, en el sentido de que es el que minimiza el funcional de Willmore:

Proposiciéon 2.1.5. De entre los toros de revolucion, T (r,R), 0 < r < R € R, aquellos que
1
n

= —. Ademads, el valor de este

minimizan el funcional de Willmore son los que verifica >

=l

minimo es 2m2.

Demostracion. Siguiendo con el resultado obtenido en el ejemplo anterior, definimos la funcién

fla)=——, 0<a<l,

)
av'1— a?
y vamos a minimizarla.
Primero nos damos cuenta de que el funcional de Willmore de un toro puede tomar valores

arbitrariamente grandes, simplemente variando el factor de proporcionalidad a. Como hemos visto, el
funcional de Willmore de un toro de revolucién solo depende de a = ; y viene dado por la expresién

7T2

WT(r R)) = () =

por tanto, se tiene

3
[N}

algtl){r fla) = o+ %@ (2.6)
2
z _ 7[- —
al_l}l{lﬁ fla) = oF = (2.7)

Esto quiere decir, que si encontramos un tnico minimo local, este debe ser, de hecho, un
minimo global.

Asi, pasamos al célculo de su derivada

/1 _ 2 —2a
2 1—a +a2m_ 2 1 — 20

f(a) =m a2 (1— a?) _Wa2(1_a2)m'
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Este valor es nulo si, y solo si, lo es el numerador:

™ (1-20°) =0 < 2° =1 < a=

sl-

Recordemos que 0 < a < 1, por lo que tomamos la raiz positiva.

Par comprobar que, efectivamente, es un minimo, obtenemos la segunda derivada

—4a ((a2 — a4) m> + (1 — 2a2) <(2a — 4a3) V1—a?+ (a2 — a4) \/_27“)

f// (a) :7_‘_2 p (1 - a2)3 1—a

o —4a3 (1 —a2)® + (1 —2a2) (2a (1 - 2a2) (1 — a2) — 243 (1 — a?))
at (1 —a?)?

_ p—dd® (1- a2)? + 2a (1 — 2a%)” (1 — a2) — 2d3 (1 — 2a2) (1 — a?) |
at(1—a?)?

Calculamos el valor en a = % :
() BB Va2 - ) - 2/8 2l - §)
v -3
AV —m? - 32v/8 < 0.

}/1
48

Por lo que, efectivamente, es un minimo. Por dltimo, obtenemos su valor exacto:
1 7T2 2
f (> = =27°.
V2 11
2

O

Todos estos calculos los realizé Willmore, pero él fue méas alld, calculando el funcional de
Willmore de lo que se conoce como un toro generalizado, en | ].

Como tltima nota a esta seccién, notar que por las ecuaciones (2.6) y (2.7), sabemos que
usando tinicamente la familia de los toros de revolucion, podemos encontrar superficies, S, con funcional
de Willmore, W (S), tan grande como queramos.

2.2. La conjetura de Willmore.

En esta seccién continuamos con el desarrollo del funcional de Willmore sobre los toros. Ahora
vamos a ampliar el horizonte en que nos encontramos tratando el caso de los toros generalizados. Este
conjunto de superficies es el que viene dado al tomar un tubo alrededor de una curva cerrada, siendo
el toro usual de revolucién una particularizacién de este tipo de superficies, donde la curva base
tomada es una circunferencia. Este tipo de superficies, no obstante, aiin no cubre todas las superficies
que son difeomorfas a un toro. Aun asi, cuando Willmore consiguié establecer como cota inferior de
su funcional entre los toros de revolucién el valor que hemos obtenido anterioremente, 272, fue que
introdujo su famosa conjetura. Asi pues, veamos como puede realizarse esta acotaciéon en un contexto
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algo més general. Willmore llegd més tarde a este mismo resultado, como puede verse en [Wil90], lo
que reforzaba su confianza en la veracidad de su conjetura.

El contenido que se explica a continuacién ha sido adaptado de [Marl6]. Formalizando lo
anterior, un toro generalizado es la superficie obtenida de la siguiente forma: disponemos de una
curva regular y cerrada o : I C R — R? y tomamos el tubo formado tomando, para cada ¢t € I, una
circunferencia en el plano normal a « (t), con centro « (t) y radio € > 0 suficientemente pequeno como
para que el tubo obtenido sea una superficie regular. La existencia de tal ¢ la garantiza el hecho de que
a puede verse como un conjunto compacto. Nosotros vamos a tomar « parametrizada por la longitud
de arco, para simplificar la obtencién de la parametrizacién del toro. Notemos que esto no supone
pérdida de generalidad, pues cualquier curva regular puede expresarse como una curva parametrizada
por la longitud de arco.

Ejemplo 2.2.1. Como ejemplo, vemos el toro generalizado' de la Figura 2.1, generado por la curva
C(t) = (cost,sint,cos(2t)) y con radio del tubo ¢ = 0,2.

Figura 2.1: Toro generalizado generado por C(t) y radio del tubo ¢ = 0,2.

En azul se identifica la curva C(t) y en rojo podemos ver la superficie formada por tomar
circunferencias de centro C'(t) y radio € = 0,2, para cada t. El programa mediante el que se ha generado
esta figura puede consultarse en el Apéndice A.

Asi, sea a : I = [0,£] — R? una curva parametrizada por la longitud de arco y cerrada. con
curvatura k(s) > 0 para todo s € I. Dado s € I, disponemos del triedro de Frenet {f(s) , 7 () ,5(3)},

que forma una base de R? para cada s. El plano normal a la curva en « (s) es span {fi (s),b (s)}, y
estos vectores son ortonormales, por lo que para cada s € I, podemos parametrizar la circunferencia
de centro a (s) y radio & como Cy (8) = a(s) + £ cos - i (s) +esinf - b (s). De esta forma, asumiendo
que el € ha sido escogido de manera que la superficie sea regular (no haya autointersecciones) entonces

LGréfica obtenida mediante un programa propio desarrollado en Matlab.
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nuestra superficie puede ser parametrizada (salvo una de las circunferencias y una linea a lo largo del
tubo, pero, como viene sucediendo, esto no afecta a las integrales) tomando U = (0,¢) x (0,27) y
X : U — R? dada por

X (s,0) =Cs (0)
= (s) +ecosf-ii(s)+esing-b(s).
Para poder obtener el funcional de Willmore, debemos calcular primero las derivadas parciales de X :
X, (s,0) =t(s) +ecosl i (s) +esinf - b ( )
:f(s)—scosﬁ(k(s)-f(s )b (s )—i—asm@ (s)-7i(s))
= (1 — ek (s)cos@) -t (s) +e7 (s )Sln9 i (s) — et (s)cosB-b(s),
Xp(s,0) =—esinf-i(s)+ecos-b(s).
Vemos asi que los coeficientes de la primera fundamental quedan
E = (1 — ek (s)cos0)* + 27 (s)*sin? 0 + 27 (s)? cos? 0 = (1 — ek (s) cos 0)* 4 €27 (s)?,
F =— &1 (s)sin?0 — 27 (s) cos® § = —£%7 (s),

G =&

Podemos ya calcular el elemento de drea de nuestra parametrizaciéon

dS =V EG — F?dsdf = \/52 1 — ek (s) cos 0)? + g7 (s)? 7 (s)"dsdf
=¢ |1 — ek (s)cosf|dsdf.

A continuacién, pasamos al cdlculo del vector normal a la superficie, N (s, 6). Comenzamos por calcular
X A Xyp:

£ (s) it (s) b(s)
XsNXg=|1—ck(s)cos@ e7(s)sinf —e7(s)cosd
0 —esinf ecosf
= (527 (s)sinfc 7 (s)sinfcosf | -t (s) +ecosf (ck(s)cos® — 1) - 7i (s)

+esinf (ek (s)cosf — 1) - b (s)
— (1 —€k(s)cos@) - (50089 -7 (s) +esinf - 5(5)) ,
cuyo modulo es
| Xs A Xg|| =(1 — ek (s)cosf)e.

Noétese, en este punto, que, para que la superficie sea regular, debe suceder que || X5 A Xy|| > 0, por
lo que se debe elegir € > 0 tal que 1 —¢€k(s)cosf > 0 para todo s € I. En particular, basta con elegir
0 < ek(s) < 1, es decir, € < ma k- Esta eleccion siempre puede hacerse, puesto que k(s) alcanza un
méximo por estar definida sobre una curva cerrada (y por tanto compacta).

Asi, obtenemos el normal, que podemos tomarlo en la direccién opuesta a la que acabamos
de obtener, para deshacernos del signo negativo:

N (s,0) =cos - (s) +sinf-b(s).
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Pasamos ahora al calculo de las derivadas parciales segundas:
X5 = (1 — ek (s)cos @) -t (s) — ek’ (s) cos 6 - £ (s)
+e7(s)sind -7 (s) +er’ (s)sind - i (s)
—e7(s)cosf - b (s) —er’ (s)cos-b(s)
=k (s) (1 — ek (s)cos @) - i (s) — ek’ (s) cos - T (s)
—er(s)sing (k (s)- () +7(s)- 5(5)) ter (s)sind -7 (s)
—e7(s)?cos B -ii(s) —er’ (s)cosh-b(s)
— (ek ()7 (s)sin@ + ek’ (s) cos ) - £ (s)
+ (k (5) (1 — ek (s) cos 0) — eT (s)* cos§ + 7’ (s) sin 0) 11 (8)
- (57" (s)cos 0 + e (s5)? sin 9) b(s),
y de forma analoga obtenemos
X9 =ck (s)sin6 - £ (s) +e7 (s)cos 0 - it (s) +e7 (s)sind - b (s),
Xgg=—ecosf-ii(s)—esinf-b(s).

Podemos ya calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental

e = (N, Xss) =k (5)cos0 (1 — ek (s) cos0) — e7 (s)? cos® 0 + e’ (s)sirticos 0

—er’ snf — et (s)?

=k (s) cos 0 (1 — ek (s) cos 0) — e7 (),
f=(N, Xs) =¢7(5),
g = (N, Xpg) = —
para ahora proceder a obtener la curvatura media de nuestro toro generalizado:
leG+gE —2fF

sin’ 0

H =

5 EG — F?
gcos@WM 5(1—cek(s COSH\?‘/MWW
2 eX (1 — ek (s )COSQ)\E‘
1k (s)ecost) — (1 —ek(s)cosh)
2 e(l—¢€k(s)cosh)

2¢ek (s)cosf — 1
T2 (1 —ck(s)cosh)

De este modo, el integrando del funcional de Willmore queda como sigue:
(2ek (s) cos O — 1)*
4¢2 (1 — ek (s) cos 0)?

(2¢k (s) cos 6 — 1)?
T e (1 —€k(s)cosh)

Por lo tanto, el funcional de Willmore de un toro generalizado, llamandolo S, ., es

2™ (2ek (s) cosf —1)°
H2
Sae) /M d5 = // de (1 —ek( )cosH)dd(9

B (2ek (s)cosf — 1)
_/0 (/0 de (1 — ek (s )cos9)d9> ds.

H?%dS =

el — ek (s)cosf|dsdd

dsdbf.
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En este momento vamos a comenzar por calcular el valor del interior de los paréntesis:

/27r (2ek (s) cos — 1)* 1 27 (2ek (s) cos 6 — 1)?
o 4e(l—ck(s)cosh)  4e ), 1 —¢ek(s)cosf ’

donde llamamos a = —¢k (s), que es un valor fijo, ya que en esta integral solo variamos 6. Queda, de
esta forma:

2™ (2ek (s) cos§ — 1)* 1 2™ (1+2acosh)?
df = — ——=db,
o 4e(1—ck(s)cosb) 4e Jo 1+acosf

integral que es exactamente igual a la que calculamos al obtener el funcional de Willmore para el toro
de revolucién, por lo que el resultado se obtiene siguiendo el mismo procedimiento que en el Ejemplo
2.1.4, v es

4e (1 — €k (s) cos.9)am 4e/1—a2

™

26 /T - 2R2 ()

/27r (2ek (s) cos 6 — 1) 1 2
0

Ahora solo resta obtener el valor de

x [t 1

l
W (Sa.) :/ T ds = - s
0 2ey/1—¢e2k2(s) 2 Jo ey/1—22k2(s)

Por ser o una curva regular y tal que permite la definiciéon del triedro de Frenet, tiene sentido multi-
plicar y dividir por |k (s)| > 0, obteniendo

[ |k (s)|
(2'8)_2/0 BN

(2.8)

donde llamamos b (s) = € |k (s)|, y tenemos

[ |k (s)|
(2'8)_2/0 OO
1

Si definimos f (b) = s/ con 0 < b < 1, entonces tenemos que

¢
T
8) =5 [ 1) k)]s
y si encontramos un minimo de f, m := min f, entonces podremos acotar (2.8) mediante
T [t
28)=% [ £ow) k) ds
T [t
z/ m -k ()] ds
2 Jo

l
:7”"/ Ik (5)| ds.
2 Jo

De hecho, sabemos que f tiene un minimo absoluto para 0 < b < 1, pues lo vimos al calcular el
toro con funcional de Willmore minimo (Proposicién 2.1.5). Esto sirve puesto que 0 < b (s) < 1, como
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observamos al obtener el médulo de || Xs A Xpy||, y entonces el minimo que obtenemos es m = min f = 2.
Es decir, que

4
(2.8) 27r/0 e (5)] ds.

Aqui introducimos el Teorema de Fenchel, cuya demostracién puede consultarse en [ ].

Lema 2.2.2. Teorema de Fenchel
Dada una curva cerrada regular o : I — R® con curvatura k (t) se verifica

/\k(t)]dt > o,
I

y se da la igualdad si, y solo si, la curva es una curva plana y convexa.

Entonces, por el teorema de Fenchel, tenemos que fog |k (s)|ds > 27, luego

l
W (Sae) 277/ |k (s)|ds > 2n2,
0

que es, casualmente, el valor minimo del funcional de Willmore calculado anteriormente para los toros
de revolucién. Es decir, que hemos probado el siguiente teoremas:

Teorema 2.2.3. El funcional de Willmore cualquier toro generalizado S es mayor o igual
que el funcional de Willmore del toro de revolucion T (7’, \/ir) = Sgl(\/ir) »

Este resultado es el que hizo a Willmore reforzar su idea de que esta cota no es solo valida
para los toros generalizados, sino para los toros topoldgicos. Es decir, para cualquier superficie de
género 1. Esta creencia fue conjeturada previamente en su famoso articulo | | v terminé por ser
un resultado importante en geometria diferencial y calculo variacional, conocida por Conjetura de
Willmore.

7

Conjetura 2.2.4. Conjetura de Willmore (1965)
Si S € SCO (R?) tiene género 1, g (S) =1, entonces

W (S) > 2n?,

y se da la igualdad si, y solo si, la superficie S es el toro de revolucion T (7“, \/ir)

La demostracion de esta conjetura no llegd hasta el ano 2014, de la mano de Marques y Neves.
Para ello, utilizaron modernas técnicas de geometria diferencial y el lector interesado puede consultar su
complejo articulo de casi cien paginas, | |, en el que se detalla la prueba completa de la conjetura.
Estos mismos autores tienen un excelente articulo en el que explican la historia de la conjetura, las
ideas tras su demostracién y los siguientes pasos a seguir para avanzar en el estudio del funcional
de Willmore, como puede ser determinar la superficie que minimiza el funcional de Willmore para
superficies de género mayor que 1 o generalizar los resultados conocidos actualmente para espacios en
mayor dimension que el espacio euclideo tridimensional. Es evidente que todas estas cuestiones quedan
lejos de los objetivos de este texto, pero este tltimo articulo puede ser muy interesante para alguien
que esté disfrutando del trabajo presente. El mencionado articulo es | ].
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Capitulo 3

Invarianza conforme del funcional de
Willmore

En este tercer capitulo vamos a explorar una propiedad interesante del funcional de Willmore,
y es que este es invariante bajo transformaciones conformes. Este concepto se corresponde con la
siguiente definicion:

Definicién 3.0.1. Sean Wi, W, C R? abiertos y conexos. Una aplicacién ® : W, — Wy de clase C™®
es una aplicacién conforme si, para todo p € Wi, se tiene que d®, : R3 — R? es una aplicacién
lineal conforme entre espacios vectoriales. Esto es, existe una funcién diferenciable A : W7 — R\ {0},
tal que

o - 2 /5 o
(d®y (0) , dy (W) = A (p)” (7, )

para cualesquiera ¥, w € R3. La funcién \ se denomina factor conforme.

Observacion 3.0.2. Las aplicaciones conformes son difeomorfismos locales.

Demostracion. Vamos a usar que una aplicacién F' : Wi — W5 es un difeomorfismo local si, y solo si,

dF}, es un isomorfismo vectorial, para todo p € Wj. Asi, dada una aplicacién conforme ® calculemos
el nicleo de d®,, ker (d®,):

Si d®,, (V) = 0, entonces

0 = [|d®, (3)[|* = (dPp () , d®y (3)) = A (p)” |17

y como A(p) # 0, para todo p, entonces debe ser 7 = 0. Es decir, ker (d®),) = {5}, d®, es un
isomorfismo vectorial y ® es un difeomorfismo local. O

3.1. Los tipos de aplicaciones conformes

Vamos ahora a ver algunos tipos de aplicaciones conformes que, en tltima instancia, resultara
que en realidad todas las aplicaciones conformes se reducen a estas o a una combinacién de las mismas
(en el sentido de la composicién de aplicaciones). Estas aplicaciones son los movimientos rigidos, las
homotecias y las inversiones; y el teorema que asegura el resultado mencionado es debido a Liouville.
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Definicién 3.1.1. Una aplicacién M : R?* — R? de clase C®es un movimiento rigido si es de la
forma

M (p)=Ap+1b

donde A € Ms3yx3(R) es una matriz ortogonal y b € R3 es el vector de traslacién. Es decir, un
movimiento rigido consiste en rotar y desplazar el espacio, sin aplicar ningtn tipo de deformacién.

Proposicion 3.1.2. Los movimientos rigidos son aplicaciones conformes, con factor conforme
constantemente igual a 1.

Demostracién. Sea M : R? — R? un movimiento rigido y, dado p € R3, calculemos dM, (V) para
7 € R3. Para ello, tomamos a : (—¢,&) — Wi una curva cualquiera, que verifique o (0) = p y
o/ (0) = ¢. Entonces

d d

= 2| M@®W)= 2| (Ada(®+b) =4 (1)],_, = Ad’ (0) = A5
t=0

t=0

Por tanto, dados ¥, € R3, se tiene que

(dM,, (7)), dM, (@) = (AT, Aw) = (7, AT A) " "L ¢

v, W),

y vemos como M es una aplicacién conforme con factor conforme A (p) = 1. 0

Definicién 3.1.3. Una aplicacién I : R3\ {0} — R3\ {0} de clase C°° es una inversién de centro 0
y radio r si se escribe como
2 P
I(p)=r"—17.
2]
De alguna forma, es como fijar la esfera de radio r e “intercambiar” su interior y su exterior.

Proposicion 3.1.4. Las inversiones de centro 0 y radio r son aplicaciones conformes, con

factor conforme X (p) = ”;|2|2.

Demostracion. Sea I la inversion, que se escribe como
2 P
5
vl

Vamos a calcular su diferencial. Sea p € R?\ {0} y ¥ € R3, entonces la diferencial es I es

ity = 5| T,

I(p)=r

para o : (—¢,¢) = R3\ 0 con o (0) = p y o (0) = @. La composicién queda como

o) =20

lov ()%

y su derivada, entonces, es

d d r? ,
00 = (s a0+ )
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Queda evaluar esta expresion para t = 0:

4
dt

oL, (7) = 2 (p,5) 2 <ﬁ,_2(p,17) )

Hat) = 2——Fp+ —50= 0 P
1=0 Il Il Il il
A continuacién vamos a calcular el producto escalar de la diferencial sobre dos vectores distintos. Sean

p € R3\ {0} y 7,7 € R3, entonces

—\

— — T4 e 2<p;w_)> — 2<p777> — 4<p7v><p’w_)>
dl, (v),dI, (w)) = J, W) — ,U) — ,W) + ————=
(A1, (9), Ly () = [< )= = 09 = = (o) + b W]

_ [(613)_&?%
7 pll

(#,13) .

4 (p, V) (ps
N (p, V) !
1l

. .z 2
Por tanto, I es una aplicacién conforme con factor conforme A (p) = IITH2' ]
p

Probado este resultado, solo nos queda uno de los tipos de aplicaciones de los que adelantaba-
mos que configuraban todas las aplicaciones conformes posibles del espacio euclideo, las homotecias.

Definicién 3.1.5. Una aplicacién H : R? — R3 de clase C™ es una homotecia de razén A € R si
puede escribirse como

H (p) = Ap,
para todo p € R3.

Proposicion 3.1.6. Las homotecias son aplicaciones conformes con factor conforme constante
e tgual a la razon X\ de la homotecia.

Demostracion. Sea H una homotecia de razéon A. Vamos a calcular, como en los casos anteriores, la
diferencial de H en p € R? para v € R3. a(t) serd una curva en R3 verificando a (0) = p y o/ (0) = ¥,
tal y como venimos haciendo. De esta forma, tenemos que

d d , »
g, HE@O) =5 (a(t) = (©0) =3

de (77) =
t=0

Por lo tanto, para v, € R3, se verifica
(dH, (¥) ,dH,, (%)) = \* (¥, @)

y H es una aplicaciéon conforme, con factor conforme constantemente igual a A, tal y como queriamos
demostrar. O

El siguiente teorema es importante para poder probar el resultado central de este capitulo, pues
reducird el problema de demostrar la invarianza del funcional W bajo una transformaciéon conforme
arbitraria de R? a comprobar la invarianza bajo los tres tipos de aplicaciones vistos hasta ahora.

Teorema 3.1.7. Teorema de Liouwville
Toda aplicacién conforme e inyectiva ® : Wy — Wa, siendo Wi, Wo C R3 abiertos, es composi-
cton de movimientos rigidos, inversiones y homotecias.

La demostracién de este resultado se encuentra, por ejemplo, en | ].
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3.2. La invarianza conforme del funcional de Willmore

Ya estamos en condiciones de probar el resultado que da sentido a este capitulo del trabajo,
y es el siguiente:

Teorema 3.2.1. Sea S € SCO (]R?’), y sea ® una aplicacion conforme e inyectiva. Entonces,
S'=®(S) estd en SCO (R?) y W (5) =W (5').

Demostracion. Lo primero es darnos cuenta de que, dado que la superficie es compacta, entonces
podemos cubrirla con una cantidad finita de cartas, {(U;, X;)};;, de tal forma que (), X;(U;) =

0, U, Xi(U;) = Sy 0U;—, Xi(U;) tiene medida nula. Por tanto, basta probar que el funcional de
Willmore se conserva para una parametrizacién dada.

Para la primera afirmacién, notamos que, por ser ® una aplicacién conforme, entonces es un
difeomorfismo local por la Observacién 3.0.2. Como, ademads, es inyectiva, entonces es un difeomorfismo
global, y el Teorema 1.3.6 nos asegura que S’ = ® (S) es también una superficie regular. Adem4s, S’
es compacta por ser imagen mediante una aplicacién continua de una superficie compacta. De hecho,
S y S’ son difeomorfas.

Para ver la invarianza del funcional de Willmore, como ya se ha mencionado, por las Propo-
siciones 3.1.2, 3.1.4, 3.1.6 y el teorema de Liouville, Teorema 3.1.7, basta ver la invarianza de W bajo
movimientos rigidos, inversiones y homotecias.

Comencemos por los movimientos rigidos: sea M un movimiento rigido de la forma M (p) =
Ap + b y consideremos m = Mg, S" = M (S) = m(S). Sea (U, X) una carta de S, de forma que
(U,m o X) es una carta de S’. Vamos a llamar X’ := mo X, de forma que X’ (u,v) = A- X (u,v) +b.
Se tiene, entonces
ox’ 0X X’ 0X
=A— =A—.
ou o’ Y ow v

Ahora calculamos los coeficientes de la primera forma fundamental de S’:

oX' oX' 0X 0X 0X 0X 0X 0X
o i W (il i W (i o il W (i i G
<8u’8u> < ou’ 8u> <8u’ 8u> <8u’8u> ’

y, de igual forma,

FF=F y G=aG.

Podemos ahora calcular el elemento de area de S’, que es claramente el mismo que el de S:

dS' = VE'G' — F2dudv = \/ E'G' — F2dudv = dS.

Ahora vamos a calcular el normal a S’, N’, para obtener los coeficientes de la segunda forma funda-
mental, y poder calcular la curvatura media de S, H'. Asi, para (u,v) € U, tenemos

’ ’ _I\T
N' (X" (u,0)) = %l“zaﬁ = A%ﬁ”?ﬁ - (e () (G n )
1% Aol 1A% A Al H(detA) (A" (%%/\%%)H
(ATYT (98X 5 0x 0X ) 09X
= £1- (A1) (5, A %) ::l:AH::EA-N(ujv).
Hil-(AT)T (%—f/\%—f)“ 1% A % |
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Calculamos a continuacién las derivadas parciales segundas de X’. Para simplificar la notacién, de
ahora en adelante escribiremos un subindice indicador de la parcial tomada. Se tiene, entonces, que

Xb, = (X)), = (AXW), = AXuuy Xl =AXuw vy Xl =AXy,
y ya podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental de S’:
¢ = <N/’X;U> = <:l:A ' Nv Aqu> ==+ <N, qu> = *e,

y de la misma forma tenemos

f'=+f, ¢ ==
Notemos que se tendré para los tres casos el mismo signo del &, dependiendo de si detA = 1 o
det A = —1.

Si det A = 1, entonces quedara

1e/G"+¢g'E' —2f'F'  1eG+gE —2fF
H' (X' (u,v)) = 3 o =3 EG_FZ H (X (u,v))

y si det A = —1, entonces obtenemos H' = —H. En ambos casos, obtenemos que (H’ )2 = H?.

Juntando todo esto, llegamos al resultado buscado, pues
W (X'(U)) = / H"?dS' = / H?dS =W (X(U)).
X(U) X(U)

Asi, W es invariante bajo movimientos rigidos.

El caso de las homotecias es muy similar, vedmoslo siguiendo el mismo procedimiento. Sea H
una homotecia de razén A de la forma H (p) = A\p y consideremos h = Hg, S = H (S) = h(S). Sea
(U, X) una carta de S, de forma que (U,ho X) es una carta de S’. Vamos a llamar X’ := ho X, de
forma que X’ (u,v) = A+ X (u,v). Se tiene, entonces

X =)X, v X =\X,.

Ademas,
E' =(X],X,) =\ (Xy,X,) = \E,
F'=(X],X,)=\F,
G =(X,, X)) = NG,

y para el elemento de drea queda

dS' = VE'G' — F2dudv = N>/ EG — F2 = \2dS.

El vector normal a la superficie S’ es

X! ANX] AX, AAX A2 ( Xy A Xy)
N/ X/ — u v — u v — u v :N X
(K 0) = A X~ X A I (Xa A Y ),

y las derivadas parciales segundas

X, = (X;)u = (AXu), = MXuu, Xip = A X, Xbp = AXopo.
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Podemos ahora obtener los coeficientes de la segunda forma fundamental, como antes
e = <N’,X{w> = (N, A Xuu) = M (N, Xyu) = e,
fr =X},
g =M\g.
Finalmente, obtenemos la curvatura media de la superficie S’
[ €G +gE —2f'F'  1XeG+NgE - XN2fF 11eG+gE-2fF 1

= = —H
2 E'G-F? 2 M(EG-F?) A2 EG-F? A

de modo que (H’)2 dS' = H?dS, y tenemos la invarianza de W por homotecias.

Por ultimo, vamos a verlo para las inversiones Este caso es un poco mas complejo. Sea I una
inversién de centro 0 y radio r de la forma I (p) = r* L5 y consideremos i = I|g, S" = I (S) = i (95).

ol
Sea (U, X) una carta de S, de forma que (U,i0 X) es una carta de S’. Vamos a llamar X' :=1io0 X,

de forma que X' (u,v) = 2 H))((((u v))HQ Se tiene, entonces
X! = r’X, ||X|| — rQi( -2(X, X,) _ r? X 272 <X’;1Xu>X,
Xl X1l X1l
y de igual forma
, 1P 2r? (X, Xy)
- 2 4
Cx 1 Xl
Por lo tanto, quedan los siguientes coeficientes de la primera forma fundamental:
4t 4t
E/:< >_ _ 6<X? 2 6<X7Xu>2
b !X H Xl
=——F,
[1X]]
r_ rd F
[1X]]
’r_ r
- 1
[1X]]
Respecto al vector normal,vamos a demostrar que
2
"= ——= (X, N) X - N,
[1X1]

para lo que tenemos que ver que es normal al plano tangente y que tiene médulo 1:

2 r? 2r2 (X, Xy)
(N', X)) :<2(X,N>XN, 2XU’4“X>
h H [ X1l X1l

2 (X, X
Vo X = N, X, — e ul y
!XH < xp! X2 )
4 0
X,Xu —— (X, N) (X, X,) — X
HXH [Xr T AR A 53]
4
X,Xu - X;N X7Xu
!XH [|X| A TTHARRA ﬂ
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Con un célculo andlogo se obtiene
(N', X)) =0,

y solo queda ver que tiene médulo 1:

IV = <22 (X N)X — N, (X,N) X —N>

[1X1] 1X1]
4 2 2 2
= — (X N) 7 (XN + |IN]
[pds X1
=||NVJ*
=1.

Sabemos entonces que, efectivamente, el vector proporcionado, N’ (u,v), es el normal a X' (u, v).

Calculamos las derivadas parciales de N':

N! = (’2 (X,N) X — N)

X1 u
0
2 ([(ra T (X, Nu)] X+ (X, N) X)) X2 = 24, N) X - 2(X, X,)
_ — N,
4 u
Xl
2 X1 (X, N) - Xy +[2||X|| (X, Ny) = 4(X, N) (X, Xy) | - X
= — N,
11
QX N) L 2(X N . AXN) (X, X)
Xl Xl Xl
De forma analoga obtenemos
, 2(X,N) 2(X, Ny) 4(X,N) (X, X,)
= 5 Xy X — 1 — N,.
Xl X Xl
Estamos ya en disposicion de calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental:
¢ =—(N,,X})
2X,N) L 2(XN) LAY N) (X, X,) r? 22 (X, X,
T e 7 X 1 X = Ny, g Xu = ——
X X X 1] [
r? 2(X,N 2(X, N, 4({X NY(X, X 2(X, X
P (R 2N ANy 200K
X0\ 11X X1 X X
B r2 '2<X,N)E 4(X,N) (X, X5 }
- 2 2 o 4
X HXH HXH
r? ) (X, Xu)

)P L HXH \<\ er
r2 0 XNw 8XN/)H}}

o 2
1X1° L X1 X
r2 T Xu)
— —— | (N, X)) + N, X>}
P} < uy Ay 2 U>s
X107 L [
r2 (X, N) r2

] - 7€
1 X]] X1l
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Mediante un calculo andlogo se puede comprobar que

2r2 (X, N)
f/ = - F— f7
x| ||X||2
2r2 (X, N) r?
/ — ) G o ,
J x| x|

y para la curvatura media obtenemos

,_1e'G/+g’E’—2f’F' B
_5 E'G — F”2 -

2 XN) - 2r? (XN . o _2r*(X,N)
_1( i Y ||X|| )||X||4G+< xir IXHQQ) \Xu‘*E 2( e L \Xqu) \XII4F
r8
’ i (BG = )
_2<X,N) (N) . . _2(X,N)
:||X||2}( XEE—e) G+ (PG —g) B2 (SR - S) F
2 2 EG — F?
2XN) py 20N 2(X,N) 2
:||X||2 i PG GEp CE 2 |IX|P1eG +gE - 2fF
2 2 EG — F? 2 2 EG-F?

2
2O0N) X,

r r2

En esta ocasién, calculamos también la curvatura de Gauss, puesto que resulta mas facil trabajar con

W visto como [ (H? — K) dS. Queda:

L 22(XN) g2 220N) (0 22N o 2 )2
Pt :< xim P \\X\\2€)< ||X|| ¢ HXIIQQ) ( i \\X||2f)
E'G' — F~ s (BG - F?)
C2AXN) C2AXN) ~ (200N o )2
:( X e>( HXH2 ¢ g) ( xE L f)
T (BG — F?)

> 2(X,N) 2(X,N) AXN)? o

IIXII IIXII X1

AXN) g2
X Fr=7

rd EG — F?

X g = 24X NY 2N X Gt 9B = 2f F

_l’_

rt EG — F? rd ri EG — F?

x| 4(X,N)? 4(X,N)|X]?
:HTJK+<4>+< VXA 5

r rd

Ademéds, calculamos el elemento de area

4
' =VE'G — Fldudy = H;;HZL\/EG — F2dudy =

T
4
X

4
ds.
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De esta forma, obtenemos que

i 2
2(X,N) |X]|? x|* 4(X,N)*  4(X,N)|x|? 4
1 g0y asr— | (25N XN (X AN xR |
r2 r2 rd ré ré ||X||
i 2 77\ ? 4 2 2 1
= | (2063 = IXP )= (IX1 K+ 406N+ 4N X H) | ds
E 1
= [T L DA + X B = X KT N A XX | ed
=(H* - K)dS.
Ahora bien, por el teorema de Gauss-Bonnet, obtenemos
/ (H? - K')dS' = / H?dS' — | K'dS' = / H?dS' - 2mx ()
! ’ S/ ’
=W (S/) — 27y (S’)
/ (H?* = K)dS = | H?dS —2mx(S) =W (S) —27x (S).
S S’
Pero x (S) es un invariante topolégico y como S’ es difeomorfa a S, debe ser x (S’) = x (S). Y entonces,
tenemos la igualdad deseada:
W (') = W (S).
O]
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Jose Antonio Lorencio Abril

Capitulo 4

La primera féormula de variacion

4.1. Analisis variacional del funcional de Willmore

Dado que las superficies de Willmore han sido definidas como aquellas que son puntos criticos
del funcional de Willmore, es de gran interés trabajar con variaciones de las superficies y obtener la
férmula de variacion que caracteriza a estos puntos, tal y como se hace para caracterizar a las superficies
minimales como puntos criticos del funcional area. Es decir, dirigimos ahora nuestros esfuerzos a buscar
la formula de Euler-Lagrange que caracteriza a las superficies de Willmore.

Sea, entonces, S C R? una superficie regular, esta vez no necesariamente compacta, y con-
sideremos una parametrizaciéon de S, (U, X). Dada ¢ : U — R una funcién diferenciable con so-
porte compacto definida sobre U, tomamos la variacion normal de X determinada por ¢ como
®:U x (—¢,e) — R3 dada por

® (u,v,t) = ¢ (u,v) = X (u,v) +t- ¢ (u,v) - N (X (u,v)),

siendo N (X (u,v)) el normal a S en X (u,v), y tomando ¢ lo suficientemente pequefio como para que
S; = ®; (U) sea una superficie regular en R? y ®, (u,v) una parametrizacién suya para todo t € (—e, €).
Esto puede hacerse siempre gracias a que ¢ tiene soporte compacto y S es una superficie regular.

En esta situacién, tomamos la region R = X (sopp) C S, que verifica R C X (U). Es decir, R
es un abierto conexo y relativamente compacto. Vamos a llamar ademés V' = sopp. Notemos que, dado
que ¢ tiene soporte compacto, se verifica ¢|;,, = 0y, mas generalmente, ®; (u,v) = ®¢ (u,v) = X(u,v)
para todo (u,v) ¢ sopy. En consecuencia, tiene sentido definir

R, = ®, (V) C S,.

Ahora, llamando H; a la curvatura media de S; y dS; al elemento de area de la misma, podemos
considerar la funcién de una variable

w(t)=W (Ry) = [ HZS;,
Ry

con w(0) = W(R), y nuestro interés es calcular w’ (0), que nos dird cuédndo la regién R es una superficie
de Willmore.

Nuestro primer y principal objetivo en este capitulo es establecer el siguiente resultado.
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Teorema 4.1.1. Primera féormula de variacion del funcional de Willmore

Sea S C R3 una superficie reqular, no necesariamente compacta, y sea (U, X) una parametri-
zacion de S. Dada ¢ : U — R una funcion diferenciable con soporte compacto definida sobre
U, se considera ® la variacion normal de X determinada por ¢. Entonces la funcion w(t) es
diferenciable en un entorno de t =0 y se tiene que

w'(0) = /R H(AH +2H(H? — 2K))dS,

donde R = X (sopp) C S y po X = .

Para demostrar este teorema, comenzamos calculando w (t):

w(t) = HEdSt = // (Hyo <I>t)2 (u,v) -/ EGy — Fy (u,v) dudv, (4.1)
Ry VCR2

B B ) ) ) E; (u,v) Fy(u,v)
B ) B 1 _ t ) t )
donde V.= X7 (R) = ®, "(R:). Ahora bien, si consideramos B; (u,v) = ( Fi(u,v) Ge(u,v) )

entonces vemos que E;Gy — F; (u,v) = /det (By (u,v)), y podemos reescribir (4.1) como
w(t) = // (Hio (I)t)2 (u,v) - y/det (By (u,v))dudv.
1%

Observamos en primer lugar que w(t) es diferenciable en un entorno de ¢ = 0 porque viene w(t) viene
dada como la integral con respecto a u y v de la funciéon

flu,v,t) = (H¢ o <I>t)2 (u,v) - /det (B (u,v)),

que es derivable con respecto a t en un entorno de ¢ = 0 gracias a que \/det (B; (u,v)) > 0. De esta
forma, se tiene que

w0 =55 [ i@ (00 ot (B T odude
_//vgt [ (@ (u,0))? - /et (By (w,0))] dudo
= [[ 2+t @ w0 5 (e (@ 0, 00) v/ B Ty 0)dudo
+//VHt (@, (u,v))2-5t<\/m) dudv.

Particularizando en t = 0 queda

w’(O)://v2(HoX)(u,v)-<§t
+/A(HOX)2(U,U)<§

Primero vamos a calcular (4.3), que es similar a la férmula de variacién del drea que ya conocemos.
Comenzamos calculando la derivada parcial que hay en el integrando:

(Hy o ) (u, U)) VEG — F (u,v) dudv (4.2)

t=0

det By (u, v)) dudv. (4.3)
t=0

9 (det By (u,v)) .

1
~ 2y/det By (u,v) Ot

% ( det By (u,v))
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Para ello vamos a hacer uso de la formula de Jacobi para la derivada de un determinante:

Proposicién 4.1.2. Férmula de Jacobi®
Dada A : R — Mayso (R) de clase C*°, se verifica

d

dt dt

(det A () = tr <adj (A1) dA(t)> ,

donde tr (A) es la traza de la matriz A y adj (A) su matriz de adjuntos.

“Teorema y demostracién adaptados de | ].

Para probar este resultado, necesitamos enunciar un lema previo:

Lema 4.1.3. Sean A, B € My« (R). Entonces

> > AiB;=tr (ATB).

i
Demostracion. El producto AB tiene como componentes

(AB);, = AjiBy.

Si cambiamos A por AT, dado que es cuadrada, es equivalente a permutar los indices de sus compo-
nentes

ATB Z Ay Big. (4.4)

Ahora, tomando la traza a ambos lados de la igualdad, tenemos

tr (ATB) = > (A"B) Z ZAzan =Y > AyBy=)Y_> AyBy.
V. i

J

O
Y ahora ya podemos demostrar la proposicion.
Demostracion. La formula de Laplace para el calculo del determinante asegura que
det (A) = Z Ajjadj” (A),; (4.5)

donde la fila ¢ escogida puede ser cualquiera.

Ahora, consideramos el determinante de A como una funcién de sus componentes
det (A) = F (Aq1, A2, ..., Ag1, Aog, ooy Anp)

de forma que, por la regla de la cadena, tenemos que

d (det (A)) = (dF) (A1, ... Z Z 5 Au (4.6)
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Estamos ahora interesados en calcular G—F Para ello, nos fijamos en la parte derecha de (4.5), en la

que podemos tomar el i que queramos. En particular, podemos tomarlo para que concuerde con el
. T o .
primer indice de 94,

ddet (A) _6 [Zk AikadjT (A)zk] _ Z 0 [AikadjT (A)zk]

OAij N 8Al-j . 8AU
* Ak T 3 (adj” (4);1)
pa, N Wt Aw G0
_ 8Aik’ E’“dJ (A)zk)
=2 Gy, M (A 2 e =5

donde * simplemente es efectuar la derivada del producto.

Ahora bien, si un elemento de una matriz A;; y un cofactor adj” (A),;, del elemento Ajj
coinciden en la misma fila (o columna), entonces el cofactor no serd funcién de A;;, porque el cofactor
de A; se expresa en términos de elementos que no estan en su fila (ni columna). Por tanto

dadj” (A 0
8Aij -
ya que estdan ambos en la fila i. Por tanto, queda
Odet (A) OAix .T
— = — -adj’ (A),, .
k
Pero los elementos de A son independientes entre si, solo dependen de t, es decir
0Aw _ [0 K#j _
04, |1 k=5 °
siendo ¢ la delta de Kronecker, por lo tanto
8Aij = - aA” ’ ad-] (A)zk = %%k ’ adJ (A)zk = ad.] (A>’Lj :

De este modo, (4.6) queda como
(et (4) = 3 Z Odet () 4, = ) Z adj”

que, aplicando el lema con Ajepnq = adj’ (A) v Biema = dA, queda
d(det (A)) =tr(adj(A)-dA).
O

Podemos ahora regresar a nuestros menesteres principales, y usar el resultado probado para
calcular % (det Bt (u,v)), teniendo en cuenta que, para dados (u,v) € U, podemos ver By (u,v) = B (t),

de forma que B (t) = ( JE; gt ) y det B (t) = E;G; — F?, siendo

0®; 09
Bi= B = (5 )
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Fy = Fy (u,v) = <a®t 8(I)t>a

Ou’ v
0P, 0P
Gt = Gt (U,’U) = <avt7avt> .

De esta forma, por la férmula de Jacobi, tenemos que

d
pr (det B (t)) = tr (adj (B (t)) - B' () . (4.7)
Ademés, si B (t) es invertible para todo t € (—¢,¢), que es nuestro caso pues para cada t representa la
matriz de coeficientes de la primera forma fundamental de una superficie regular, entonces podemos
considerar su inversa, que viene dada por
B = o adj (B(1)
=———"a .
det B (t) 7

Luego
adj (B (t)) = det B(t)- B ()",

y sustituyendo en (4.7), tenemos

% (det B (1)) = tr (detB )-B@t)™' B (t)) —det B(t) - tr (B ()L B (t)) .

Por lo tanto es

%( detB(t)) :% det B (t) - tr (B ®~ "B (t))-

Ahora particularizamos para t = 0, obteniendo

0

ot

V/det B (t) = 3\/detB (0) - tr (B O Ey:4 (0)) :
t=0 2
E F

_ “1_ 1 G -F vy - (E0) F(0)
y notamos que B (0) = < F G> , B(0)™ = 5= < F B ) y B'(0) = ( ) &) )
por lo que nuestro interés estd ahora en obtener E' (0),F’ (0) y G’ (0). Para ello, debemos calcular
primero sus derivadas parciales respecto de t. Recordemos que

O (u,v,t) = X (u,v) +t-p(u,v) N (X (u,v)),

luego
9, 90X 9y ON
0 o la Nt G
00, _0X | 0o N
v v +t8v Nty ov’

donde estamos expresando N = N (X (u,v)) y estamos evaluando en (u,v), pero lo omitimos por
simplicidad de la notacion.

Tenemos, por tanto, que

= (0% 0B\ (09T s JON ON 9X N
E(u’v’t>_Et_<8u’8u>_E+t (8u Ty ou’ du 2ty ou’ du

9\’ 2 /ON ON
ou L4 ou’ Ou '

=F — 2tpe + t2
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Notemos en este punto que, dado que queremos diferenciar E; y evaluarlo en ¢ = 0, los términos
cuadréticos en t desaparecerdn, y por tanto no tenemos que prestarles atencién. Por lo que podemos
escribir

E,=FE —2tge +t* - &5,

donde &g representa un término constante en ¢, que se ira al diferenciar y evaluar en ¢t = 0. De forma

analoga puede verse que
Fy=F —2tof +t*-&p,

Gy =G —2tpg + 12 - &a,

donde, de nuevo, los términos £ y £g nos son irrelevantes. Diferenciamos entonces estas expresiones
para obtener:

oF,
OF;
o —2pf +2t-&p,
G
5 —2pg + 2t - &q,

de forma que

so=(5 e )=(50 30) =5 7)

B(o)‘l-B’(O)ZE(f_wm< —GF _EF ) <; g)

eG —2fF +gE

wr(B(O) B/ (0) = g (eG — fF — [F + gB) = ~2; s

“EG_F?
=—4p-(HoX).

Entonces, llegamos a que
VA B(0) =5 /A B(0)-tx (B0)" B (0)) = S VEG — F2 - (~dp (H o X)) =
= —2p(HoX)VEG — F?,
y (4.3) queda finalmente como
(4.3) ://v (H o X)? (u,v) ((gt]t:m/det B, (u,v)) dudv
://V (H o X)? (u,v) (=2¢) (H o X) (u,v) - VVEG — F2dudv
= —2// ¢ (H o X)? (u,v) - vV EG — F2dudv
v

=—2 / PH3dS,
R

0

ot

t=0

siendo p =po X ':Rc S —R.
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El célculo de (4.2) es mas complejo, puesto que involucra derivar con respecto a t la curvatura
media H;. Queremos obtener

/VQ(HOX)(U,U). <§t

para lo que vamos a comenzar por calcular la derivada parcial del interior. Vamos a simplificar la
notacién escribiendo Z; = Z; o @4 (u,v) siendo Z cualquier funcién de las que podemos considerar
sobre las superficies. Por ejemplo, H; serd la curvatura media H; o ®; (u,v). Teniendo en cuenta esta
convencion, se tiene

(H¢ o @) (u, v)> VEG — F? (u,v) dudv,

t=0

1eGy + gy — 211 Fy 1eiGy + gi By — 2 f1 Fy

H == _1
t= 5 E.Gy — F} 2 det (B (t))
Por tanto
O 1 ilio (@Gt 9By = 2fiFt) - det B(0) — (eG + 9B — 2fF) g, (det (B (1))
Ol 2 det (B (0))°
9
L ilimo (Gt + 9B = 2fiFY) 1 (eG + gE - 2fF 1
2 ) t .B
2 det (B (0)) 2 det (B det (BA0))tr < (0))
1 2|,_,(eGi+ gB —2f,F))  1eG+ gE (HoX)
Solmpi Rt 7 bt T A S +g;ﬁﬁ” (~4p(H o X))
2 det (B (0)) - 2—FG - F?
o)
1 E‘t;o (Gth + gty — 2ftFt) N
"2 4 X)2,
2 EG — F? p(H o X)

(etGt + giEy — 2f1F}), que se puede descomponer

Como vemos, lo tinico que desconocemos es #; ’ — 0

de la siguiente forma:

0 0 0
— By —2fF) = — —
It o (e:Gi + g1 Ey ftFy) ot o (e) G+e ot _ O(Gt)
0 0
— FE E
+att:0(gt) +98tt0( t)
0 0
-2 — F—-2f — F).
att O(ft) fat t:(]( t)

Los sumandos que involucran a e, f, g y a las derivadas parciales de la primera forma fundamental de
R; la conocemos, pues hemos calculado antes las derivadas de la primera forma fundamental de R;.
Asi, vamos a calcular las derivadas de su segunda forma fundamental. Recordemos las expresiones de
los vectores del plano tangente a Ry:

0d,  0X Oy ON
o ou Tlow VT an
0, 0X Oy ON
g YA TN L
ov ov +t ov iy ov
Asi, podemos obtener
1 [M)t 6<I>t
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Primero obtenemos la direccién del vector

0 | 0P _OX  OX | ,0p 8—X/\N+t X \ON
ou Ov OJu Ov v  Ou Ju  Ov
+tg‘5 N/\%—X+t2 gi NA%—JZ
+tp- %—N/\%—X+ 2<pgf %—N/\N+t2 Q%NA%—JZ
y para normalizarlo, sabemos que se verifica H 9%y A a«pf H = EGy — F7 = det (B (t)), por lo tanto

N, — 1 <8<I>tA8<I>t>‘
det (B (t)) \ Ou  Ov

Ahora bien, como es ¢; = <Nt, S > entonces podemos pasar directamente al calculo de su derivada,

haciendo
0 0 02X
at|,_, (er) = < ), (NVt) Dz > (4.8)
0 0%,
i <N7 ot t=0 < Ou? >> 7 )

t

029 02X
ya que 5.5t |10 = 57 ¥y No = N.

9 %%, .
Obtengamos entonces o ‘ =0 ( 902 )

2 2 2
por lo que
9 (62(I>t> :@N+2&‘08N+3062N
Ot |, \ Ou? Ou? ou Ou ou?
Asi, (4.9) es
2 2 2
a1, (5 )) =t =2 (¥ )

Aqui vamos a recurrir al operador de Weingarten, A = —dN, de manera que %—N = -A (%) y

podemos entonces escribir ‘
O*N ON ON 0X 0X 5 (0X\ 0X
<N’au2 > - ‘<auau> - ‘<A (au> A (au>> - ‘<A (m) au>
por lo que
PN\ _ O o ( A2 09X\ 90X
o \ Ou? ou? ou)’ ou /"
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Ahora pasamos a obtener el resultado de (4.8), para lo que necesitamos obtener % Ny):

1o €

0Dy p 0Dy
Q (Nt) — ﬁ ou v
ot t=0 ot t=0 det (B (1))
Bl (G AB) - VAKBO) — (B AE) - &, (VA B D))
B det (B (0))
_dileo (e ATY) (90X 0XY (~20H) \/det (B(0))
VEG — F2 ou  Ov det (B (0))
Bly (3212
t=0 u v
= 4+ 2pH - N.
VEG — F? 4
Solamente resta obtener %‘t:O (% A %) :
0 od; 0, dp 0X 0X ON
el TELAZTL) T AN il e
Gtto(au " 80) o o T e e
dp 0X ON 0X
FONAZE Rl elel
+8u Aav—i_@ 8u/\8v’

y notamos que el primer y tercer sumandos de la derecha son tangentes a la superficie, mientras que
los sumandos segundo y cuarto de la derecha son normales. Se tiene, también, que

() 2, 08
ou ou ou ov’
_ON A <8X> :a1287X + a2287X
ov Ov ou ov’

por lo que

_87X A ai‘N :a2287X A aiX = agg*/EG—F2-N,
ou  Ov ou  Ov

_87]\7/\87)( :allaiX/\aiX =anVEG - F?.N.
ou  Ov ou  Ov

Es decir, que

O (v = ! [0p 0X Iy 0X
ot t:O( 2 EG —F? [Ov  Ou A ou A v ‘P(a22+a11)\/G7 ] +20H

1 (0o 0X Op 0X
SR S e A SN NS NN TBG _F?.N| £20H N
VEG 2 |ov ou " o M N e elaz+aiD)V EG ]+ 4

~ FG=T7.
:é aﬁ.aiX/\N_Faﬁ.N/\aiX _QQOH r N+2¢H.N
VEG — F?2 |[Ov  0Ou ou v VEG=T?

1 (0o 0X Op 0X
= | — AN+ = -NA—| —20H -N
VEG —F? |[0v Ou AV ou " 81)} 2 7

9 ox 90 N A OX
_0Ov 8uAN+Bu N/\(?v

VEG — F?

Por otro lado, se puede expresar la derivada parcial segunda de la parametrizacién a través

de los simbolos de Christoffel, %ZT‘;( = I’h%—f + F%l%—f + eN, de modo que (4.8) es

| 0y J0X OX\ |, 12 09  JOX OX
9 () X\ _Tha (G NAG)+The (G AN)
9t i " ou? VEG — F? ’
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y viendo el producto mixto (i, A W) como det (i, ¥, W), entonces tenemos que

(28025 e (25, 25) (N,ax o)

ou v ou’ " Ou ou’ Ov
6X A 8X
_ (N OX NN o PN 0N . VRGP
ou v ‘ ou  Ov
De igual forma <%—f, %)5 > — H 0X A dX H por tanto queda
0 0?°X 1 Op 9 Op
<8t - (N) Dz > = - (Fuau +F1181}> :

En definitiva, obtenemos

0 0% 0X\ 0X Oy Oy
g _IY ol (22) AN (L, 2, P
0 (ee) a2 7 < ( ou > " Ou > ( oy Th1 8U>

ot

Debemos ahora obtener %‘ o (9t) Y %‘ +—o (ft), para poder ensamblar los resultados y com-
pletar el desarrollo de la primera férmula de variacién del funcional de Willmore. Para obtener estos
valores, muchos resultados obtenidos hasta ahora nos van a ser utiles. Comencemos por %! o (9t)-

2
Dado que g = <Nt, %>, entonces queremos conocer

0 0 0?®,
gl @=(5 .55 (1.10)
Ot |,_ Ot |,_o ov?
9] 9*®,
N, — . 4.11
vl (50) (@
Para dar con (4.11), calculamos primero 8;%:
0?d,  0°X 0% Op ON 0’N
= NA4+2t——+typ
92 ~ o2 Ttar T e T W
y la diferenciamos respecto de t, evaluando en t = 0
0 0%®, 0% Op ON 0’N
— — | ==—N+2—— —.
at|,_, ( 507 > 502" T 200 a0 T o
Luego
0 0?d, 82<p 0’°N
4.11)=( N, — N, —
=g, (5)) =5 oo (V5w
y usando, como antes, el operador de Weingarten A = —dN, obtenemos que

y BN\ JON ON\ /o (oxY ox
A o’ v/ ov )’ v/’

De esta manera se llega a
0 0?®, _ 0% _ o 0X\ 0X
o \ Ov? Ov? o) v/’

(4.11) _<N, o
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909X \N4 22 NpOX 2
2.2 92X _ 1l 90X
(Ne) = 2 u\/EG 2 ey usamos que G5 = Iy +

Para dar con (4.10), recuperamos at| =0

F% - + g, obteniendo

9 0X 90X [¢) 9X 90X
Oy XN _ThEE (BN AF) 5 (B HAN)
ot|,_, T Ov? VEG — F?

0 0
= (F%Qc’;j + F32£> ;

0% 00X\ 0X dy Oy
Y a2 ~(ry %% 2 92
(90) =52 g0< (m) 9 > (228u+ 226@)

Obtengamos, finalmente, %‘t:o (ft)- Dado que f; = <Nt, %>, entonces

y tenemos, finalmente

9
ot

t=0

9 P 920,
5 =5 w.ga) (412)
9 920,
+ <N, 5l <8u8v> > . (4.13)
Calculemos gig;:
P28,  PX % 0pON 82N
gudv ~ aude Tauae’Y T a0 an T ¥ auae

diferenciando respecto de t y evaluando en t = 0 obtenemos

0 0%d, 0% Op ON 0*N
—_ = N+2——— .
at|,_, <8u8v> dudv 20 ou | Y Budv
Por lo tanto tenemos
0 0%d, 0% 0’N
4.13) = ( N, — = N,—— ).
(4.13) < ’att:0<av2>> auau+“0< ’auau>
De nuevo, usando el operador A = —dN tenemos que

N NN JON ONN /50X 09X
"oudv ) ou’ ov /) Ou ) v/’

luego
0 0%®, 0%p 0X\ 0X
4.13)=(N, — = —p (A=), =—).
(4.13) < oty <6u8v>> dudv S0< <au) v >
Solo resta en este punto obtener (4.12), para lo que volvemos a utilizar el valor de %! o (NVt) =
¢ 89X 90X
Gk 3“\//\;\7; BZQNA vy también que 7 ‘9 X =T, %ff 39X 5, t [N, de forma que obtenemos

1 0O 0X 0X 2 0 0X 090X
g ( t) 82(1),5 FIQ(’;ZJ <8u’N/\ >+F218f'<8v’8u/\N>
ot|,_o " Qudv m
Jp Oy
=— (F%zau + Fgl&)) ;
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y es, por lo tanto,

0 0% 0X\ 0X Oy Oy
9 A2 (2 9AN (1 9% 2 09
o), Y = gudw ‘p< (au>’av> ( 129, T 21(9@)

En este punto, ya tenemos todos los ingredientes que buscdbamos. Podemos ya obtener el valor de
% ‘ o (e:Gy + g1 Ey — 2f1 F}), cuya expresion recordemos que era

0 0
a o (eth +gtEt — 2ftFt) = & . (6,5) G +e a . (Gt)
0 0
5 t O(Qt)E—i‘ga t:O(Et)
0 0
2 F-2 ) ().

Sustituyendo aqui todo lo que ya conocemos, obtenemos

2 X\ 0X
0 (eth+gtEt_2ftFt) =G |:8(‘0_90<A2 <a> ’8> _ <F1 aﬁ_i_FQ 890>:|

ot,_y Ou? u )’ Ou ou =" How
e [—2¢g]
0% o ([0X) 0X 1 Op 5 Op
wE 5ot () o) - (e + il
+ g [—2pe]
0% 5 (0X) 0X 1 Op 5 O
—2F —p(A — (rL,%2 +12,2F
[auav S"< (am) 0 > ( 129, T 2181))]
' 21,0 )
0 1 57l (€Gr + g By — 2f1 Fy 9
5 t:oHt : G + 4p(H o X)2.

De esta forma, llegamos a que

P 1 e [ OX\ X 2 (0X\ 0X ) (0X\ 0X
ot t:oHt‘2EG—F2[ G<A (a > 9 > E<A <a> av>”F<A <8u> v >]

u
1 G ¢ 1 Op 2 Op
TEG P <3u2 B <F”au+rﬂav >

_ 2
1 2F 0% —<F1 aﬁ_,_I‘? E?go))

+ 2 EG — F? \ Qudv 1294 2L 9y
1 E ¢ 1 Op 2 Op
ToEG—F \ 0 <F2Qau +F228v)>
2
do(Ho X)? —2p 91"
+4p(H 0 X)* = 20—

Utilizando la expresién en coordenadas del laplaciano (véase la Proposicién 1.2.17), observamos en
primer lugar que los tres sumandos intermedios son iguales a %Aqﬁ o X, donde recordamos aqui que
¢ o X = . Por otra parte, el tltimo sumando no es més que —2¢(K o X). Por lo tanto,

) 1 e 2 (0X\ 0X o (X X 2 (0X\ 0X
8tt:0Ht2EG—F2[ G<A (au>’au> E<A <a > av>+2F<A ou ) o

+ %Aqﬁ 0 X +4p(H o X)? - 2p(K o X).
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Vamos a calcular ahora el primer término, que veremos que da —%@tr (AQ) oX. Paraello, sea (b;;) = A2,
de forma que tr (AQ) = by11 + b12 y se verifica

0X 0X 0X
2 — - -
A (8u> —b11a +b218 )
0X 0X 0X
2222 oy, 2
A <8v> b128 -1-522a
por lo que
00X\ 0X
<A2 <8u> ’6u> =b11E + b1 F,
0X\ 0X
<A2 <au> ’81}> :bllF + b21G,
0, equivalentemente,
- X X ’
FG b2y (A2 (50)  50)

y tenemos que

luego

G (A% (50) . Fu) — F (A% (50) . 5)
EG — F? ’
De manera andloga se obtiene que

E (A (5y) %0) = F (A (50) %)
EG — F? ’

bao =

por lo que

tr (A2) o X =bi1 + bys
G (50). 50 - FA(50). 5 + BE(A%(50) . 5) - F(A* (5)) %)

» Ov ’ du
EG — F?
_GA(50) )+ EXA% (50) 0 5y) — 2F (A% (5)) . 3y)
EG — F? ’

Es decir, que

Lo [l (050X e (9K XN (90X OX

2EG — F? [G<A <8u>’8u> E<A dv )7 v 2r\A ou )’ v
1

= —§<ptr (AQ) [¢) X

y entonces

0

1 2 1 2
g Ht:§A¢oX—|—4g0(HoX) —2(p(KoX)—§g0tr(A)oX

t=0

Si recordamos ahora que tr (AQ) = 4H? — 2K (véase la Proposicién 1.1.8), entonces tenemos que

90 O

o Hy =A¢o X 4+ 8p(H o X)? —4p(K o X) — 4p(H o X)* + 2¢(K 0 X)

t=0

=A¢po X + ¢ (4H? — 2K) o X,
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por lo que (4.2) queda de la siguiente manera
(4.2) = // (HoX)-2 gt H/EG — FPdudv
Vv t=0
:// (HoX)[A¢poX + ¢ (4H? - 2K) o X| VEG — F2dudv
1%

:/ H (Aé + 26(2H? — K)) dS.
R

Juntando ahora las dos expresiones obtenidas para (4.2) y (4.3), obtenemos que
w' (0) _/ H(A¢ +2¢(2H? — K)) dS — 2/ dH?dS
R R
= / HApdS + / ¢-2H(H? — 2K)dS.
R R

Finalmente, aplicando el teorema de la divergencia en la regiéon R y teniendo en cuenta que ¢|gpr = 0
se tiene que

/HAqde: / AHpdS,
R R
por lo que se tiene que

w'(0) = /R ¢ (AH +2H(H? — 2K)) dS.

Con esto concluye la demostraciéon del Teorema 4.1.1. Como consecuencia de dicho teorema
podemos establecer la ecuacion de Euler-Lagrange de las superficies de Willmore.

Teorema 4.1.4. Sea S C R® una superficie reqular, no necesariamente compacta. S es una
superficie de Willmore, en el sentido de que S es un punto critico del funcional de Willmore,

st y solo verifica la ecuacion
AH+2H (H* - K) =0. (4.14)

Demostracion. Supongamos que S es una superficie de Willmore. Esto significa que para toda parame-
trizacién (U, X) de Sy para toda variaciéon normal de X determinada por cualquier funcién de soporte
compacto ¢ definida sobre U se tiene que w’(0) = 0. Supongamos entonces que AH +2H (H2 — K) %
0. Entonces existird un punto py € S donde (AH +2H (H? — K))(po) # 0. Podemos suponer sin pér-
dida de generalidad que (AH +2H (H 2_K ))(po) > 0y, por continuidad, existird un entorno V' de pq
en S donde AH +2H (H 2K ) > 0. Pero entonces, tomando si es necesario un entorno mas pequeio
de po y multiplicando la funcién positiva AH + 2H (H 2K ) por una funcién meseta apropiada f,
podemos elegir ¢ = f(AH +2H (H? — K)) (equivalentemente, p = f(AH +2H (H?> — K)) o X) y se
tiene que

w'(0) = /Rf(AH +2H(H? — 2K))?dS > , f(AH 4 2H(H? — 2K))?dS > 0,
sop

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, debe ser AH + 2H (H2 — K) =0.

Reciprocamente, por la férmula obtenida en el Teorema 4.1.1 resulta inmediato comprobar
que si AH +2H (H 2K ) = 0 entonces S es un punto critico del funcional de Willmore O
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Hemos llegado, entonces, a la ecuacion de Euler-Lagrange para las superficies de Willmore
AH+2H (H* - K) =0, (4.15)

que podemos tomar, a partir de ahora, como la propiedad que redefine a las superficies de Willmore.
Usando esta nueva definiciéon, no necesitamos exigir que la superficie sea compacta, o ni siquiera
orientable.

Ejemplo 4.1.5. Las superficies totalmente umbilicales son superficies de Willmore. Notemos que el
ser totalmente umbilicales implica que H? — K = 0. Pero ademés sabemos que estas superficies solo
pueden ser trozos de plano o de esfera, por lo que H es constante y, en consecuencia AH = 0.

Obsérvese que los planos son superficies de Willmore en esta nueva definicién, pero no con la
definicién original, pues no son compactos. Atin mas, toda superficie minimal de R?, y por lo tanto
necesariamente no compacta, es una superficie de Willmore, ya que al ser H = 0 se tiene trivialmente
que AH +2H (H2 —K) =0.

Por otra parte, los trozos abiertos de esferas se pueden caracterizar como las tinicas superficies
de Willmore en R? con curvatura media constante H # 0. En efecto, si S es una superficie de Willmore
con curvatura media constante H # 0, se tiene que AH = 0 y por lo tanto la ecuacién de Euler-
Lagrange se reduce a H(H? — K) = 0. Pero como H es una constante no nula, debe ser entonces
H? - K =0y S es, por tanto, totalmente umbilical. Finalmente, no pudiendo ser H = 0, el Teorema
1.2.4 nos asegura entonces que S debe ser un trozo de una esfera.
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Capitulo 5

Conclusion

Tras visitar los principales resultados béasicos sobre las superficies de Willmore, adaptados
a la notacién moderna de la geometria diferencial, el lector puede hacerse una idea de la enorme
profundidad del asunto. Méas aun si se tiene en cuenta que en esta memoria nos hemos restringido
al espacio tridimensional, lo cual supone, evidentemente, un recorte de la informacién a la que se
puede acceder desde una perspectiva mas general. No obstante, espero que el estudiante interesado en
geometria diferencial aprecie el trabajo aqui realizado.

Considero que el objetivo principal del que partiamos al realizar esta memoria, o sea, hacer
accesible a los estudiantes de grado el tema del funcional de Willmore, ha sido cumplido con creces. Esto
lo creo asi porque hemos sido capaces de demostrar sin conceptualizaciones muy abstractas muchos
resultados que, aunque sencillos para aquellos con profundos conocimientos de geometria diferencial,
son complejos para un estudiante de mateméticas. Ademés, hemos podido hacer esto para todos los
resultados que pueden considerarse basicos en este tema, a partir de los cuales se desarrolla toda la
teoria de las superficies de Willmore.

Finalmente, aquellos que quieran profundizar en el material aqui expuesto, son remitidos a
las diferentes fuentes bibliograficas a las que se ha referenciado en distintas ocasiones, cuyo material
deberia ser, tras la comprensién de esta memoria, descifrable con relativa facilidad. Por supuesto,
las mencionadas fuentes no son las tnicas a las que se puede acceder. Como ya comentabamos en la
introduccién, la literatura sobre el funcional de Willmore es muy amplia y profunda.
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Apéndice A

Programa en Matlab para graficar un
toro generalizado

El cédigo utilizado para la generaciéon de la Figura 2.1 es el siguiente:

1 %Definimos la curva
2

3 syms t

4 Xt = cos(t)

5 yt = sin(t)

6 zt = cos(2+*t)

7

8 Ct = [xt, yt, zt]

9

10 %Obtenemos el vector tangente unitario
11

12 xtdt = diff (xt, t)

13 ytdt = diff(yt, t)

14 ztdt = diff (zt, t)

15

16 Ctdt = [xtdt, ytdt, =ztdt]

17

18 modD = sqgrt (xtdt*2+ytdt"2+ztdt"2)
19

20 Tl = xtdt/modD

21 T2 = ytdt/modD

22 T3 = ztdt/modD

23

24 T = [Tl, T2, T3]

25

26 %Obtenemos el normal

27

28 T1ldt diff (T1, t)

29 T2dt diff (T2, t)

30 T3dt = diff (T3, t)

31

32 modD2 = sqgrt (T1ldt"2+T2dt"2+T3dt"2)
33

34 N1 = Tldt/modD2

35 N2 = T2dt/modD2

36 N3 = T3dt/modD2
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37

38 N = [N1, N2, N3]

39

40 3%0Obtenemos el binormal

41

42 B = [T2xN3-T3%N2, T3x*N1-T1%N3, T1+xN2-T2%N1]

43

44 %Definimos el toro generalizado, con un radio apropiado (elegido arbitrariamente)
para una visualizacidn correcta

45

46 sSyms s

a7 r = 0.2

48 Toro_t_s = Ct + r*xcos(s)*N + rxsin(s) *B

49

50 %Por Ultimo, lo dibujamos. Para ello, primero dibujamos la curva vy,

posteriormente, particionamos el intervalo [0,2pi] con una densidad
suficiente para poder visualizar la superficie, y para cada t, dibujamos la
circunferencia de radio alrededor del punto C(t).

51

52 fplot3(Ct(l), Ct(2), Ct(3), [0, 2xpi], "Color", "b")

53 hold on

54 for i = 0:pi/128:2xpi

55 circ = subs(Toro_t_s, t, 1);

56 d = dist (subs(circ, s, 0),subs(circ, s, pi));

57 if (abs (d-2*r)<le-1)

58 fplot3(circ(l), circ(2), circ(3), [0, 2%pi], "Color", "r");
59 end

60 end

61 hold off

62

63 %Notese que se comprueba que la circunferencia sea correcta midiendo su didmetro,
para evitar posibles problemas de mal condicionamiento.

64

65 S%Funciones auxiliares

66 function d = dist (V,U)

67 d = sqgqrt ((V(1)-U(1))"2+(V(2)-U(2))"2+(V(3)-U(3))"2);
68 end

69

70 function e = esc(V,U)

71 e = V(1)*U(1)+V(2)*U(2)+V(3)*xU(3);

72 end
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